This is a reproduction of a library book that was digitized
by Google as part of an ongoing effort to preserve the
information in books and make it universally accessible.

Google books

https://books.google.com



https://books.google.com/books?id=bX0AAAAAMAAJ

Digitized by GOOS[@



Digitized by GOOS[@



Digitized by GOOS[@



Digitized by GOOS[Q



Digitized by GOOS[@






* DISQUISITIONES GENERALES

SUPERFICIES CURVAS -

e

/

AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS.

 GOTTINGAE

TYPIS DIETERICHIANTIS,

MDCCCYXVIIL






DISQUISITIONES GENERALES

CIRCA ‘
.SUPERFICIES CURVAS

AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS.

SOCIETATI REGIAE OBLATAE D. 8 OCTOB. 1827.

1.

Disquisitiones, in quibus de directionibus variarum rectarum in
spatio agitur, plerumque ad maius perspicuitatis et simplicitatis fa.
stigium euehuntur, in auxilium vocando superficiem sphaericam
radio = 4 circa centrum arbitrarium descriptam, cuius singula
puncta repraesentare censebuntur directiones rectarum radiis ad
illa terminatis parallelarum. Dum situs omnium punctorum in spa-
tio per tres coordinatas determinatur, puta per distantias a tribus
planis fixis inter se normallbus, ante omnia considerandae veniunt
directiones axium his planis normalium: puncta superficiei sphae-
ricae, quae has directiones repraesentant, per (1), (2), (3) deno-
tabimus; mutua igitur horum distantia erit quadrans.  Ceterum
axium directiones versus eas pat:tes acceptas supponemus, versus
quas coordinatae respondentes crescunt.
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2.

' Haud inutile erit, quasdam propositiones, quae in huiusﬁlodi
quaestionibus vsum frequentem offerunt, hic in conspectum producere.
I. Angulus inter duas rectas se secantes mensuratur per
arcum inter puncta, quae in superficie sphaerica illarum directioni-
bus respondent.
II. Situs cuiuslibet plani repraesentari potest per circulum
maximum in superficie sphaerica, cuius planum illi est parallelum.
L. Angulus inter duo plana aequalis est angulo sphaerico
inter circulos maximos illa repraesentantes, et proin etiam per ar-
cum inter horum circulorum maximorum polos interceptum mensu- |
ratur. Kt perinde inclinatio rectae ad planum mensuratur per ar-
cum, a puncto, quod respondet directioni rectae, ad circulum ma-
ximum, qui plani situm repraesentat, normaliter ductum.
1V. " Denotantibus x, y, z; «y ¥, Z coordinatas duorum
~ punctorum, r eorundem distantiam, atque Z punctum, quod in su-
perficie sphaerica repraesentat directionem rectae a puncto priori
ad posterius ductae, erit
a =ax 4 rcos (1) L
Y=y 4+ rces(Q L
zZ =z 4 rcos (3) L
V. Hine facile sequitur, haberi generaliter
cos(1)L® + cos(2) L® + cos(3) L% =1
nec non, denotante L' quodcunque aliud punctum superficiei sphae-
ricae, esse
cos (1) L .cos (1) L' 4 cos(2) L.cos(2) L' + cos (3)L.cos(3) r
= cos LL'.
VI. Tuconema. Denotantibus L, L, L" L" ‘quatuor pun-
cta in superficie sphaerae, atque A angulum, quem arcus L L',
L’L" in puncto concursus sui formant, erit

”n . .
cos LL". cos 'L —cos LL". cos L'L" = sinLL .sinL"L" .cos A
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Demonstratio. Denotet litera .4 insuper punctum concursus
ipsum, statuaturque

AL=t, AL =t{, AL" =Y, AL’" £’
Habemus itaque:

cosLL" = cost. cost’ + sint sin ¢’ cos .4

cos L'L"” = cos{ cost” + sin#'sin¢” cos A

cosL L = cost cost” 4 sint sinf” cos 4

cosL'L" = cost cost” 4 sint sint’ cos A
et proin '
cosL L".cos L'L"” —cos L L".cos L' " = cos A (cost cos?’sin¢'sinz"”
+cos? cos £ sintsin#’— costcost”sint sint” — cos £’ cos £’ sin sin £”)

"cos 4 (cost sinf — sintcos?) (cost’sint” — sin’ sinz™)
cos A .sin(f —12) . sin (/" —1") |

cos 4.sinLL' . sin L"L"

- Ceterum quum inde a puncto .4 bini rami vtriusque circuli maxi-
mi proficiscantur, duo quidem ibi anguli formantur, quorum alter

alterius complementum ad 180°: sed analysis nostra monstrat, eos

ramos adoptandos esse, quorum directiones cum sensu progressionis

a puncto L ad L/, et a puncto L” ad L” consentiunt: quibus in-

tellectis simul patet, quum circuli maximi duobus punctis concur-

rant, -arbitrarium esse, vtrum eligatur. Loco anguli 4 etiam arcus

inter polos circulorum maximorum, quorum partes sunt arcus L L/,
L"L", adhiberi potest: manifesto autem polos tales accipere oportet,
qui respectu horum arcuum similiter iacent, puta vel vterque polus '
ad dextram iacens, dum a L versus L’ atque ab Z” versus L"
procedimus, vel vterque ad laeuam.

VII. Sint L, L/, L" tria puncta in superficie sphaerica, sta-
tuamusque breuitatis caussa

cos(1)L = =, cos(Q)L = y, cos(3)L -= z

cos(1)L = &', cos(Q)L' = 5, cos(3)L = 2’

cos(1) L" = ", cos(2)L" = y”, cos(3) L' = #"

v .
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nec non

xy s + oy'z 4 &yl — xyd — Ay = 2y = A
Designet A, polum circuli maximi, cuius pars est arcus L L/, et qui-
dem eum, qui respectu huius arcus-similiter iacet, ac pun‘ctdm_ (1)
respectu arcus (2) (3). Tunc erit, ex theoremate praecedente,
yz—y'z = cos (1) A.sin (2)(3). sin L L', siue, propter (2)(3) =90°,

yZ — ¥ z=cos(4)A .sin LL', et perinde

zx — zZ'x = cos(Q)A\.. sin LL'

xy — &'y = cos(3)A .sin LL
Multiplicando has aequationes resp. per 2", y”, z” et addendo, ob-
tinemus adiumento theorematis secundi in /~ prolati

A=cos AL.sin LL
lam tres casus sunt distinguendi. Primo, quoties L” iacet in eodem
circulo maximo cuius pars est arcus Z L', erit A L” = g0°, adeoque

- A = 0. Quoties vero L” jacet extra circulum illum maximum,

aderit casus secundus, si est ab eadem parte, a qua est A, tertius,
si ab opposita: in his casibus puncta L, L', L” formabunt trian-
gulum sphaericum, et quidem iacebunt in casu secundo eodem or-
dine quo puncta (1), (2), (3), in casu tertio vero ordine opposito.
Denotando angulos illius trianguli simpliciter per L, L', L", atque
perpendiculum in superficie sphaerica a puncto L“ ad latus L L'
ductum per p, erit sin p = sin L . sin LL" = sin L' . sin L'L",
atque A L” = G0° == p, valente signo superiori pro casu secundo,
inferiori pro tertio. Hinc itaque colligimus '

= A=sinL.sinLL .sinLL" = sinL'.sin LL . sinL'L

= sin L".sin LL".sin L' L"

Ceterum manifesto casus primus in secundo vel tertio comprehendi
censeri potest, nulloque negotio perspicitur, == A exhibere sextu-
plum soliditatis pyramidis inter puncta L, L', L" atque centrum
sphaerae formatae. Denique hinc facillime colligitur, eandem ex-
pressionem == 1 A generaliter exprimere soliditatem cuiusuis pyra-
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midis inter initium coordinatarum atque puncta quorum coordina-
4 0 4 "won
tae sunt x,-y, 25 ¥, ¥, %; a"y ¥y Zz’, contentae,

3.

Superficies curua apud punctum .Z in ipsa situm curuatura
continua gaudere dicitur, si directiones omnium rectarum ab .7 ad
omaia puncta superficiei ab 4 infinite parum distantia ductarum in-
finite parum ab vno eodemque plano per . transiente deflectuntur:
hoc planum superficiem curuam in puncto £ tangere dicitur. Quodsi
huic conditioni in aliquo puncto satisfieri nequit, continuitas curua-
turae hic interrumpitur, vti e. g. euenit in cuspide coni. Disqui-
sitiones praesentes ad tales superficies curuas, vel ad tales super-
ficiei partes, restringentur, in quibus continuitas curuaturae nullibi
interrumpitur. Hic tantummodo obseruamus, methodos, quae posi-
tioni plani tangentis determinandae inseruiunt, pro punctis singulari-
bus, in quibus continuitas curuaturae interrumpitur, vim suam per-
dere, et ad indeterminata perducere debere.

4. :
Situs plani tangentis commodissime e situ rectae ipsi in puncto
A normalis cognoscitur, quae etiam ipsi superficiei curuae normalis
dicitur. Directionem huius normalis per punctum L in superﬁcie
sphaerae auxiliaris repraesentabimus, atque statuemus

“cos(1)L = X, cos(?)L = Y, cos(3) L = Z;
coordinatas puncti .4 per x, y, z denotamus. Sint porro x4 du,
y4dy, z4dz coordinatae alius puncti in superficie curua 45 ds

ipsius distantia infinite parua ab .Z; denique A punctum superficiei
sphaericae repraesentans directionem elementi 4/.4’. Erit itaque

dx = ds.cos(1)A, dy = ds.cos(2)A, dz = ds.cos(3)A -
et, quum esse debeat A L = 90°,
Xecos(1)A + Yeos(2)A + Zcos(3)A = 0
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E combinatione harum aequationum deriuamus

Xdx 4+ Ydy + Zdz = 0. ’

Duae habentur methodi generales ad exhibendam ;j
superficiei curuae., Methodus prima vtitur aequatione inter
natas x, y, z, quam reductam esse supponemus ad formum ,
vbi /7 erit functio indeterminataram x, > z. Sit differential
pletum functionis 7~ -

d# = Pdx + Qdy 4+ Rd:z
eritque in superficie curua ‘

Pdx 4+ Qdy + Rdz =90
et proin

Pcos(1)A + Qcos(2)A + Rcos(3)A = 0
Quum haec aequatio, perinde vt ea quam supra stabiliuimu:
lere debeat pro directionibus omnium elementorum ds in supe
curua, facile perspiciemus, X, ¥, Z propbrtionales esse debere
P, Q, R, et proin, quum fiat XX 4 YY 4+ ZZ = 1, er

—_ P Y = Q ~
X= VPPFoeT &R’ YSV@®P ¥ Q0 F 1
R
IR EXTES
vel ‘ '

 X=oee— Dy — 2
VPP T QQF RR’ ' “V@PPT QTR

—R
: | 2= VPPY 00T

Methodus secunda sistit coordinatas in forma functionum d

rum' variabilium p, g. Supponamus per differentiationem har
functionum prodire ‘

dx = adp + a'dq.
dy = bdp 4 bdgq

dz cdp 4+ d'dg
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‘quibus valoribus in formula supra data substitutis, obtinemus

(@X 4+ bY + cZ)dp + (X + V¥ + 2 dq =0
Quum.’haec aequatio locum habere debeat independenter a valori-
bus differentialium dp, dg, manifesto esse debebit

aX 4+ b0Y+ cZ=0,d X+ VY + Z=0

- vnde colligimus, X, ¥, Z proportionales esse debere quantita'tibus
b — cb'y cd — ac’, abl — bd

Statuendo itaque breuitatis caussa

V(b —cb)? 4 (cd = ac)? 4 (ab —bd)2) = A

erit vel

’ be' — cb’ _ca —acd _abl = bd
X = A—’Y_— A,——,Z_ A

vel . :
ch — bc ac — cd ba' = al’

A —, Y = —A——, Z = '
His duabus methodis generalibus accedit tertic, vbi vna coor-
dinatarum, e. g. z exhibetur in forma functionis reliquarum x, y:
- haec methodus manifesto nihil aliud est, nisi casus specialis vel
methodi primae, vel secundae. Quodsi hic statuitur
dz = tdx 4 udy '
erit vel

i /

—_u -1
'X.'=‘V"(1+tt+uu)" Y='V(1+it+u”)’zz V({a+tt4uu)

vel

. ‘ o ” B -
X=V'(1-|-tt-|-uu)’ 1 —.V(1-|-tt+uu)’Z—V'(1+tt-|-uu)

-

5.
Duae solutiones in art. praec. inuentae manifesto ad puncta
superficiei sphaericae opposita, siue ad directiones oppositas refe-

B
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mntdr, quod cum rei natura quadrat, quum normalem ad vtramuis
plagam superficiei curuae ducere liceat. Quodsi duas plagas, su-
perficiei contiguas, inter se distinguere, alteramque exteriorem al-
teram interiorem vocare placet, etiam vtrique normali suam solu-
tionem rite tribuere licebit adiumento theorematis in art. 2 (VII)
euoluti, simulatque -criterium stabilitum est ad plagam alteram ab
altera distinguendam.

In methodo prima tale criterium petendum erit a signo valo-
ris quantitatis /7. Scilicet generaliter loquendo superficies curua
eas spatii partes, in quibus /7 valorem positiuum obtinet, ab iis
dirimet, in quibus valor ipsius # fit negatiuus. E theoremate illo
" vero facile colligitur, si 77 valorem positiuum obtineat versus pla-
gam exteriorem, normalisque extrorsum ducta concipiatur, soluti-
onem priorem adoptandam esse. Ceterum in quouis casu facile
diiudicabitur, vtrum per superficiem integram eadem regula respe-
ctu signi ipsius 77 valeat, an pro diuersis partibus diuersae: quam-
diu coéfficientes P, Q, R valores finitos habent, nec simul omnes
tres euanescunt, lex continuitatis vicissitudinem vetabit.

Si methodum secundam sequimur, in superficie curua duo sy-
stemata linearum curuacum concipere possumus, alterum, pro quo
p est variabilis, g constans; alterum, pro quo ¢ variabilis, p con-
stans: situs mutuus harum linearum respectu plagae exterioris deci-
dere debet, vtram salutionem adoptare oporteat. Scilicet quoties
tres lineae, puta ramus lineae prioris systematis a puncto . profi-
ciscens crescente p, ramus posterioris systematis a puncto .4 egre-
diens crescente ¢, atque normalis versus plagam exteriorem ducta
similiter iacent, vt, inde ab origine abscissarum, axes ipsarum
%, ¥, z resp. (e. g. si tum e tribus lineis illis, tum e tribus his,
prima sinistrorsum, secunda dextrorsum, tertia sursum -directa . con-
cipi potest), solutio prima adoptari debet; quoties autem situs mu-
tuus trium linearum priorum oppositus est situi mutuo axium ipsarum
%, ¥, 2, solutio secunda valebit.
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In methodo tertia dispiciendum est, vtrum, dum- z incremen-
tum positiuum accipit, manentibus x et y inuariatis, transitus fiat
versus plagam exteriorem an interiorem. In casu priori, pro nor-
mali extrorsum directa, solutio prima valet, in posteriori secunda.

6.

Sicuti, per translatam directionem mnormalis in superficiem
curffam ad superficiem sphaerae, cuiuis puncto determinato prioris
superficiei respondet punctum determinatum in posteriori, ita etiam
quaeuis linea,- vel quaeuis figura in illa repraesentabitur per lineam
vel figuram correéspondentem in hac. In comparatione duarum fi-
gurarum hoc modo sibi mutuo correspondentium, qtiarum altera
quasi imago alterius erit, duo momenta sunt respicienda, alterum,
quatenus sola quantitas consideratur, alterum, quatenus abstrahendo
a relationibus quantitatiuis solum situm contemplamur.

Momentum primum basis erit quarundam notionum, quas in
doctrinam de superficiebus curuis recipere vtile videtur. Scilicet
cuilibet parti superficiei curuae limitibus determinatis cinctae cur-
vaturam totalem seu integram adscribimus‘, quae per aream figu-
rae illi in superficie sphaerica respondentem exprimetur. Ab hac’
curuatura integra probe distinguenda est curuatura quasi specifica,
quam nos mensuram curuaturae vocabimus: haec posterior ad pun-
ctur superficiei refertur, et denotabit quotientem qui oritur, dum
curuatura integra elementi superficialis puncto adiacentis per aream
ipsius elementi diuiditur, et proin indicat rationem arearum infinite
paruarum in superficie curua et in superficie sphaerica sibi mutuo
respondentium,  Vtilitas harum innouationum per ea, quae in po-
sterum a nobis explicabuntur, abunde, vt speramus, sancietur. Quod
vero attinet ad terminologiam, imprimis prospiciendum esse dvuxi-
mus, vt omnis ambiguitas arceatur, quapropter haud congruum pu-
tauimus, analogiam terminologiae in doctrina de lineis curuis planis
vulgo receptam (etsi non omnibus probatam) stricte sequi, secun-

B 2
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dum quam mensura curuaturae simpliciter audire debuisset curuatura,
curuatura integra autem amplitudo. Sed.quidni in verbis faciles
. esse liceret, dummodo res non sint inanes, neque dictio interpre-
tationi erroneae obnoxia?

Situs figurae in superficie sphaerica vel similis esse potest situi
figurae respondentis in superficie curua, vel oppositus (inuersus);
casus prior locum habet, vbi binae lineae in superficie curua ab
eodem puncto directionibus inaequalibus sed non oppositis proficis-
centes repraesentantur in superficie sphaerica per lineas similiter
jacentes, puta vbi imago lineae ad dextram iacentis ipsa est ad
dextram; casus posterior, vbi contrarium valet. Hos duos casus
per signum mensurae curuaturae vel positiuum vel negatiuum distin-
guemus. Sed manifesto haec distinctio eatenus tantum locum ha-
bere potest, quatenus in vtraque superficie plagam determinatam
eligimus, iu qua figura concipi debet. In sphaera auxiliari semper
plagam exteriorem, a centro auersam, adhibebimus: in superficie cur-
va etiam plaga exterior siue quae tamquam exterior consideratur,
adoptari potest, vel potius plaga eadem, a qua normalis erecta
concipitur; manifesto enim respectu similitudinis figurarum nihil mu-
tatur, si in superficie curna tum figura ad plagam oppositam trans-
fertur, tum normalis, dummodo ipsius imago semper in eadem pla-

ga superficiei sphaericae depingatur,

Signum positiuum vel negatiuum, quod pro situ figurae infinite
paruae mensurae curuaturae adscribimus, etiam ad curuaturam in-
tegram figurae finitae in superficie curua extendimus. Attamen si
argumentum omni generalitate amplecti suscipimus, quaedam dilu-
cidationes requiruntur, quas hic breuiter tantum attingemus. Quam-
diu figura in superficie curua ita comparata est, vt singulis punctis
intra ipsam puncta diuersa in superficie sphaerica respondeant, de-
finitio vlteriori explicatione nont indiget. Quoties autem conditio
ista locum non hahet, necesse erit, quasdam partes figurae in su-

o ———
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perficie sphaerica bis vel pluries in computum ducere, vnde, pro
situ simili vel opposito, vel accumulatio vel destructio oriri poterit.
Simplicissimum erit in tali casu, figuram in superficie curua in
partes tales diuisam concipere, quae singulae per se spectatae con-
ditioni illi satisfaciant, singulis tribuere curuaturam suam integram,
quantitate per aream figurae in superficie sphaerica respondentis,
signo per situm determinatis, ac denique figurae toti adscribere
curuaturam integram ortam per additionem curuaturarum integra-
rum , quae singulis partibus respondent. .Generaliter itaque curua-
tura integra figurae est = [4d ¢, denotante dg elementum areae
figurae, £ mensuram curuaturae in quouis puncto. Quod vero attinet
ad repraesentationem geometricam huius integralis, praecipua huius rei
momenta ad sequentia redeunt. Peripheriae figurae in superficie curua
(sub restrictione art. 3) semper respondebit in superficie sphaerica
linea in se ipsam rediens. Quae si se ipsam nullibi intersecat, totam
superficiem sphaericam in duas partes dirimet, quarum altera re-
spondebit figurae in superficie curua, et cuius area, positiue vel
negatiue accipienda, prout respectu peripheriae suae similiter iacet
vt figura in superficie curua respectu suae, vel inuerse, exhibebit
posterioris curuaturam integram. Quoties vero linea ista se ipsam
semel vel pluries secat, exhibebit figuram complicatam, cui tamen
area certa aeque legitime tribui potest, ac figuris absque nodis,
haecque area, rite intellecta, semper valorem iustum curuaturae
integrae exhibebit. Attamen vberiorem huius argumenti de figuris
ge'neralissime conceptis expositionem ad aliam occasionem nobis
reseruare debemus, *

7.

Inuestigemus iam formulam ad exprimendam mensuram curua-
turae pro quouis puncto superficiei curuae. Denotante dg aream
elementi huius superficiei, Zd¢ erit area proiectionis huius elementi
in planum coordinatarum x, y; et perinde, si dX est area elementi
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respondentis in superficie sphaerica, erit Zd3S area proiectionis
ad idem planum: signum positiuum vel negatiuum ipsius Z vero
~ indieabit situm proiectionis similem vel oppositum sitii elementi
proiecti: manifesto itaque illae proiectiones eandem rationem quoad
quantitatem, simulque eandem relationem quoad situm, inter se
tenent, vt elementa ipsa. Consideremus iam elementum tnangulate

in superﬁcne curua, supponamusque coordinatas trium punctorum,
quae formant ipsius proiectionem, esse

x, y
x + dx, y + dy

x4+ 8y, y + &y
Duplex area huius trianguli exprimetur per formulam

dx.dy — dy.dx
et quidem in forma positiua vel negatiua, prout situs lateris a pun-
cto primo ad tertium respectu lateris a puncto primo ad secundum
similis vel oppositus est situi axis coordinatarum Y respectu axis
coordinatarum x.

Perinde si coordinatae trium punctorum, quae formant pro-
iectionem elementi respondentis in superﬁcle sphaerlca, a centro ‘
sphaerae inchoatae, sunt :

X, Y ,
- X +4dX, Y4+ 4dY
« X + JX,' Y 4+ Y
duplex area huius proiectionis exprunetur per
dX.dY —dY.dX

de cuius expressnoms signo eadem valent quae supra,
mensura curuaturae in hoe loco superficiei curuae erit
L, _9X.dY—4dY.dx e
Tdx . dy — dy . {x , o
Quodsi iam supponimus, indolem superficiei curuae datam esse se-

Quocirca
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cundum modum tertium in art. 4 consideratum, habebuntur X et ¥
in forma functionum quantitatum x, y, vnde erit

- , d ¥y | dX '
dX = <-E;) dx + (-—- dy

3X= (g 3x-_l— :j 3y

Y = ( )dv-}—(
JY—(d >3x 33'

Substitutis his valoribus, expressio praecedens transit in hanc:

dX dY dX\ sdY
=) () — (@) @)
Statuendo vt supra :
- dz dz
iz =1, a—& =u
atque insuper
ddz dd:  ddz
el T, a-‘-l; =0, m =V
sive dt = Tdx 4+ Udy,du = Udx 4 Vdy
habemus ex formulis supra datis
X==12, T...—uZ (1 4 22 -|- uuw)27 =
atque hinc )
dX=—2d¢t — tdZ
dY = — Zdu — udZ |
14 tt 4+ uu)dZ + Z(tdt 4+ wdu) =0
dZ = — Z3(td¢t + udu)

dX = — 231 +uu)dt + Z3tudu
dY = — Z3tudt — Z3(4 + tt)du

- -
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adeoque

dx i
o = ZB3(=(1+u)T 4 tul)

dX
dy
dY
— = Z3( -
ix =Z23tuT—(1+4t)0)
dY '
—_— =23 —_—
5 =2 uU—1+197) _‘

quibus valoribus in expressione praecedente substitutis, prodit
k= ZS(TV —=UU) (1 + tt4uu)= Z3(1TV —

TV — UU

= @+ 1+ wup

=23(—(1+u)U 4 tu?)

8. - .

Per idoneam electionem initii et axium coordinatarum f
effici potest, vt pro puncto determinato .4 valores quantitatum .
U euanescant. Scilicet duae priores conditiones iam adimple
si planum tangens in hoc puncto pro plano coordinatarum i
adoptatur. Quarum initium si insuper in puncte A ipso colloc:
manifesto expressio coordinatarum z adipiscitur formam talem

' z:’T°rx-|—U°vy-|— vy + Q
vhi &L erit ordinis altioris quam secundi. DMutando dein sit
axium ipsarum x, y angulo M tali vt habeatur
2 U°
tang 2 M = To — 7
facile perspicitur, prodituram esse a¢quationem huius formae
z2=4§Txx + §Vyy + Q

quo pacto etiam tertiae ‘conditioni satisfactum est. Quibus ita
ctis, patet
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I Si superficies curua secetur plano ipsi normali et per
axem coordinatarum x transeunte, oriri curuam planam, cuius ra-

dius curuaturae in puncto 4 fiat = T signo positiuo vel nega-

tiuo_indicante concauitatem vel conuexitatem versus plagam eam,
versus quam coordinatae z sunt positiuae.

II. Simili modo -Ié- erit in puncto 4 radius curuaturae cur-
vae planae, quae oritur per sectionem superficiei curuae cum plano
per axes ipsarum ¥, z transeunte.

IIl. Statuendo x=r cosP, y =r sinQ, fit

z=4§(Tcos Q2 + F sin Q) rr 4+ Q
vnde colligitur, si sectio fiat per planum superficiei in .4 normale
et cum axe ipsarum x angulum ¢ efficiens, oriri curuam planam,
cuius radius curuaturae in puncto . sit

1

- = Tecos @2 + Fsin Q2

+ IV, Quoties itaque habetur 7' = #’, radii curuaturae in
cunctis planis normalibus aequales erunt. Si vero 7T et / sunt in-
aequales, manifestum est, quum 7 cos ¢’ + ¥/ sin @3 pro quouis
valore anguli Q cadat intra 7" et 7/, radius curuaturae in sectioni-
bus principalibus, in I et II consideratis, referri ad curuaturas extre-
mas, puta alterum ad curuaturam maximam, alterum ad minimam,
si 7' et 7 eodem signo affectae sint, contra alterum ad maximam
conuexitatem, alterum ad maximam concauitatem, si 7" et 7 signis,
oppositis gaudeant. Hae conclusiones omnia fere continent, quae
ill. Euler de curuatura superficierum curuarum primus docuit.

V. Mensura curuaturae superficiei curuae in puncto . autem
nanciscitur expressionem simplicissimam ¥ = 77, vnde habemus

THEOREMA. Mensura curuaturae in quouis superficiei puncto
aequalis est fractioni, cuius numerator vnitas, denominator au—

C
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tem productum duorum radiorum curuaturae extremorum in
sectionibus per plana normalia.

Simul patet, mensuram curuaturae fieri positinvam pro super-
ficiebus concauo-concauis vel conuexo-conuexis (quod discrimen
non est essentiale), negatiuam vero pro concauo-conuexis. Si su-
perficies constat e partibus vtriusque generis, in earum confiniis
mensura curuaturae euanescens esse debebit. De indole superfi-
- cierum curuarum talium, jn quibus mensura curuaturae vbique eua-
nescit, infra pluribus agetur.

, 9 .

Formula generalis pro mensura curuaturae in fine art. 7 pro-
posita, omnium simplicissima est, quippe quae quinque tantum ele-
menta implicat; ad magis complicatam, scilicet nouem elementa
inuoluentem, deferimur, si adhibere volumus modum pfimum ‘indo-

lem superficiei curuae exprimendi. Retinendo notationes art. 4.
insuper statuemus:

Qw. ., adw aaw

T =P gp =6 g =R

dda 7 , ddw ddw ,

Gz = =l nn =R
ita vt fiat

dP = Pdx 4+ R'dy 4 Q"d:z
dQ = R'dx 4 Qdy 4 Pd:z
dR = Qdx + P'dy 4+ Rdz

Iam quum habeatur £ = — —, inuenimus per differentiationem

R
RRAt = — RAP+ PIR=(PQ"—RP)dx+ (PP'—RR")dy
+ (PR — RQ")dz,

siue, eliminata d z adiumento aequationis Pdx 4+ Qdy 4+ Rdz =o,
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R3dt=(—RRPF + QI’RQ" — PPR)dx 4+ (PRP' 4 QRQ
— PQR — RRR')dy.
Prorsus simile modo obtinemus
R3du = (PRP' 4+ QRQ'—PQR — RRR')dx + (--RRQ’
+ 2QRP’ — QQR)dy
Hinc itaque colligimus
RST=— RRP 4 2PRQ' — PPR
R3U = PRP' 4+ QRQ" — PQR — RRFK
R3V = — RRQ + 2QRP" — QQR
Substituendo hos valores in formula art. 7, obtinemus pro mensura
curuaturae £ expressionem symmetricam sequentem:
(PP + QQ + RR?E =
PP(QR —P'P) 4+ QQ(FPR — Q')+ RR(PY — R'R")
+2QR(Q'R'—FPP')+ 2PR(P'R'—Q Q")+ 2PQ(P'Q' = R R’

10.

Formulam adhuc magis complicatam, puta e quindecim ele-
mentis conflatam, obtinemus, si methodum generalem secundam,
indolem superficierum curuarum exprimendi, sequimur, DMagni ta-
men momenti est, hanc quoque elaborare. Retinendo signa art. 4,
insuper statuemus

dd= _  ddx _ , ddx
i rR v vk
ddy | ddy ’ ady ”
IR X viakd =8
ddz , ddz -, ddz "

o =V g = IE =

Praeterea breuitatis caussa faciemus

b —cb = 4
cd —ac = B
vab’ —bd=C

C2
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Primo obseruamus, haberi 4dx + Bdy 4 Cdz = 0, siue dz

A B
=—=7 dx — < dy; quatenus itaque z spectatur tamquam
functio ipsarum «x, y, fit
dz A
Frie t=—7
dz B
a—; =U = 'é

Porro deducimus, ex dx = adp 4 d'dg, dy = bdp + b'dg,
Cdp = bdx — ddy
" Cdg == bdx 4 ady )

Hinc obtinemus differentialia completa ipsarum ¢, u

dc  d
,csdz = (.4-—— —C == A (b’dx—ad_y)

+ (e—— —.4 (bdx — ady)

dB
Crdu = (B = Fdx — ddy)

(c £ B— (bdx — ady

Iam si in his formulis subatniulmus

dA , ’ 5 ’- ‘
dp =cB + by —cf — by
(IA ) A’ ” ” ’ s
Ay =B + by — " — by
dB 4 ’ "

Ip =9 + cd —ay.— a
dB ’r_ v /7’
i3 =497 + ca’ — ay’ = ca
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daC

-G-—b'a-}-aB—ba-—aB
dc )y
371'“ « + af’ — — a3

atque perpendimus, Valores differentialium d¢, du sic prodeuntium,
aéquales esse debere, independenter a differentialibus dx, dy,
quantitatibus 7dx 4 Udy, Udx 4 / dy resp. inueniemus, post
quasdam transformationes satis obuias

CST = adb'V + BBEY 4+ 4Cb'Y

- 2a’Abb’ — 2B3'BbY — 24'CH¥
+ a"dbb 4 B'Bbb + «'Cbb

CU=— add b’ — BBa¥ — yCa'b'

+ o&'d(ab’ +ba’) + B'B(ab'+bd') + o' Cab' 4-ba")
— ”Aab — f'Bab — o"Cab

C3V =addd 4+ BBdd + y€'u'd

—_— QuAaa — 2@'Bad — 29 Cad
4+ «"Aaa + B'Baa 4+ 4 Caa

Si itaque breuitatis caussa statuimus

'ﬁt

A¢ 4+ BB + Cy =D....... (1)
Aal + BB’ + Cy’ g U ...... o (2)
Ad" + BR" + Cy' = D" ...... )

C3T = DV — 2D'bb'-]-D"bb
C3U = —Ddbt + D(ab’+ba)—D"ab
C3V = Ddd — 2D'ad + D'aa

Hinc inuenimus, euolut:one facta,
CS(TV = UU)=(DD' — D' D)(ab — ba) =D D'—D'D)CC

et proin formulam pro me:sura curuaturae

k=

DD — DD
(dd + BB 4 CC)?
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11.

Formulae modo inuentae iam aliam superstruemus, quae inter
fertilissima theoremata in doctrina de superficiebus curuis referenda
‘est, Introducamus sequentes notationes:

aa + bb 4 cc = E
ad + b 4 cd = F
dd 4 Vb +ccd =G

aen + 0B +cy =m. ... (4)
adl + b3 +cy =m ..... . (5)
acd’ + bB" + cy" =m...... (6)
a'u +b0V8 +cy=n....... @)

o + VB + c'ty' =r...... (8
d ”+ VR + dy'=n"...... )

AA 4+ BB+ CC =EG—FF=A

Eliminemus ex aequationibus 1, 4, 7, quantitates 3, o, quod
fit multiplicando illas per b,c' —cb, C — B, cB — bC, et
addendo: ita oritur

(A — cb) + a)C— ¢ B) + d(cB — b0))a

= D@} — cb) + m(F'C — ¢B) + n(cB — 50)
quam aequationem facile transformamus in hanc:

" AD = aA + apF — mG) 4+ & (mF — nE)

Simili modo eliminatio quantitatum ¢, ¢ vel o5 3 ex iisdem ae- |
quationibus suppeditat

BD =£3A 4+ b(nF — mG) + b (mF — nkE)

CD =9yA 4+ c(nF — mG) 4 c'(mF — nkE)
‘Multiplicando has tres aequationes per «”, 3", ¢” et addendo obtinemus
DD =(ac"+BB"+ 97" ) A+ m" (nF = mG)+4n" (mnF—nE)...(10)

Si perinde tractamus aequationes 2, 5, 8, prodit

AD = &' A 4+ a(i'F — m'G) 4+ o (m' F — n'E)
BD = @A + b({'F — m'G) 4 ¥ (n F — n'E)
cCD =

YA + c(f’'F — m’ G) + ¢ (mF — n' E)
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quibuS aequationibus per «’, ', ¥ multiplicatis, additio suppeditat :

DD =(da + BB +vY)A+m'(WF—m'G)+ n' (W' F—u E)
Combinatio huius aequationis cum aequatione (10) producit

DDII . DIDI - (auﬂ + BB” + 77" — alal — B’B' -—'y"y’)A
+ E@n —nn") 4+ F(nm' —om'n’ 4+mn") + G (m'm’ — mm")

dE_ dE_ ,dF_ , AF_
* Iam patet esse d—-_2m,E__2m,a-;=m +n,d—(1:m + n,

p
dG _ , dG w .
-(TI-)--.Qn, -aTI:Qn,sxue
— ,_,4dE ,  4dF dG
”‘,—i'ﬁ:"‘fia"q":m—];—iﬁ;

dF dE dG - dG

— ’

AL N i K T R

Porro facile corfirmatur, haberi

" 0w At ’ dr dll’_ dm” ,dm'
ad'+BB tyY —dd —BB—vY = L~ =1,
ddE ddrF dd G
dg2 + dp.dg —i-a.p—“
Quodsi iam has expressiones diuersas in formula pro mensura cur-
vaturae in fine art. praec. eruta substituimus, peruenimus ad formu-
lam sequentem, e solis quantitatibu_s F, F, G atque earum quo-
" tientibys differentialibus primi et secundi ordinis concinnatam:

dg

=_!'

o dE dG dF dG dG =
4(EG-—FF)_’1:=E<—d—§ ‘T -5 1t G )

dE dG dE dG. dE dF

LTI PR VAR P P v

dF dF dF dG

MR Ak ),

dE dG dE dF dE 2

to(G ot @)
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E (ddE ddF 'ddﬁ)
=2 G—FF) dg? dp.dq + dp?

12.

Quum indefinite habeatur
dx? 4 dy? 4 dz® = Edp® + 2Fdp.dq 4 Gdg?,

patet, V' (Edp?® 4+ 2Fdp.dg 4 Gdg®) esse expressionem ge-
neralem elementi linearis in superficie curua. Docet itaque analy-
sis in art. praec. explicata, ad inueniendam mensuram curuaturae
baud opus esse formulis finitis, quae coordinatas x, y, z tamquam
functiones indeterminatarum P, q exhibeant, sed sufficere expres-
sionem generalem pro magnitudine cuiusuis elementi linearis. Pro-
grediamur ad aliquot applicationes huius grauissimi theorematis,

Supponamus superficiem nostram curuam explicari posse in
aliam superficiem, curuam seu planam, ita vt cuiuis puncto prioris
superficiei per coordinatas x', y, z determinato respondeat punctum
determinatum superﬁclex postenons, cuius coordinatae sint a', 3, 2.
Manifesto itaque &', y’, 2’ quoque considerari possunt tamquam fun-

ctiones indeterminatarum p, g, vnde pro elemento vV (da' 4 dy”
+ dz'*) prodibit expressio talis

V (E'dp* 4 2F'dp.dg 4+ G'dq?)
denotantibus etiam E’, F', G' functiones ipsarum P, q At per

ipsam notionem explicationis superficiei in superficiem patet, ele-
menta in vtraque ‘superficie eorrespomlentm necessario aequaha esse,

adeoque identice fieri
E=E,F=F,G=G.
Formula itaque art. praec, sponte perducit ad egregium

TueoremA.  Si superficies curua in quamcunque aliam super-

- ficiem explicatur, mensura curuaturae in singulis punctis inua-
riata manet.

-
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Manifesto quoque quaacis pars finita superjicie;' curuae post
explicationem in aliam superficiem eandem curuaturam integram
retinebit. , s .

Casum specialem, ad quem geometrae hactenus inuestigationes
suas restrinxerunt, sistunt superficies in planum explicabiles. Theoria
nostra sponte docet, talium superficierum mensuram curuaturae in
quouis puncto fieri = 0, quocirca, si earum indoles secundum mo-
dum tertium exprimitur, vbique erit ‘

ddz ddz ddz \*

dx® " dy? T \da.dy
quod criterium, dudum quideni notum, plerumque nostro saltem
iudicio haud eo rigore qui desiderari posset demonstratur,

=0

13.

Quae in art. praec. exposuimus, cohaerent cum modo pecu-
liari superficies considerandi, summopere digno, qui a geometris
diligenter excolatur. Scilicet quatenus superficies consideratur non
tamquam limes solidi, sed tamquam solidum, cuius dimensio vna
pro euanescente habetur, flexile quidem, sed non extensibile qua-
litates superficiei partim a forma pendent, in quam illa reducta
concipitur, partim absolutae sunt, atque inuariatae manent, in
~quamcunque formam illa flectatur. Ad has posteriores, quarum in-
vestigatio campum geontetriae nouum fertilemque aperit, referen-
dae sunt mensura curuaturae atque curuatura integra eo sensu, quo
hae expressiones a nobis accipiuntur; porro huc pertinet doctrina
de - lineis breuissimis, pluraque alia, de quibus in posterum agére
nobis reseruamus. In hoc considerationis mode superficies plana at-
que superficies in planum explicabilis, e. g. cylindrica, conica etc,
tamquam essentialiter identicae spectantur, modusque genuinus in-
dolem superficiei ita consideratae generaliter exprimendi semper in-
pititur formulae v' (Edp? 4 2Fdp.dg 4+ Gdg¢?), quae nexum

, oo D ,

A2

.
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elemeuti cum duabus indeterminatis Ps ¢ sistit, Sed antequam hoc
argumentum vlterius ' prosequamur, principia theoriae linearum bre-
vissimarum in superficie curua data praemittere oportet,

14. .

Indoles lineae curuae in spatio generaliter ita datur; vt coor-
dinatae x, y, z singulis illius punctis respondentes exhiheantur in
forma functionum vnius vanablhs, quam per w denotablmus. Lon-
gitudo talis lineae a puncto initiali arbitrario vsque ad punctum,
cuius _coordmatae sunt x, y, 2, exprmutur per lntevrale

fdw.V‘((d) + ) + G

Si supponimus, situm lineae curuae variationem infinite paruam-pati,

ita vt coordinatae smgulorum punctorum acc:plant variationes ¢ x,
dy, 8z, variatio totius longitudinis inuenitur o

— [dx.ddx + dy.ddy + dz.dJ:
- vV ([dx? 4+ dy? + dz9)

quam expressionem in hanc formam transmutamus:

dr.dx + dy.dy -} dz.9z
v (da? 4 dy? 4 dz%) —f<3x.d V(dx? 4 dy 4 dz?)
_ . dy : , dz .
MRy vy e R SR b pe e e
In casu eo, vbilinea est breuissima inter puncta sua extrema, con-
stat, ea, quae hic sub signo integrali sunt, euanescere debere.
Quatenus linea esse debet in superficie data, cuius indoles expri-
mitur per aequationem Pdx 4 Qdy 4 Rdz = (, etiam variati-
ones §x, 0y, dz satisfacere debent aequatioanJ‘x-j—QJ‘y{- Rz
= 0, vnde per principia nota facile colligitur, differentialia

dx dy dz
V(dx’+dy +dz%)y 17 (dx? +dy2+d22) V(dx°+dy°+dz°)
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resp. quantitatibus P, Q, R proportionalia esse debere. Iam sit
dr elementum lineae curuae, A punctum in superficie sphaerica
repraesentans directionem huius elementi, L punctum in superficie
sphaerica repraesentans directionem normalis in superficiem curvam;
denique sint £, #, ¢ coordinatae puncti A, atque X, Y, Z
coordinatae puncti L respectu centri sphaerae. Ita erit

dx = fdr,dy = ydr, dz = QIr

vnde colligimus, differentialia illa fieri d£, dy, dd Et quum
quantitates P, Q, R proportionales sint ipsis X, ¥, Z, character
lineae breuissimae consistit in aequationibus

— — — o

Ceterum facile perspicitur, v" (d£? + dx® 4 dZ?) aequari arculo |

in superficie sphaerica, qui mensurat angulum inter directiones tan-
- . dr
gentium in initio et fine elementi d~, adeoque esse = — si o de-

notet radium curuaturae in hoc loco curnae breuissimae; ita fiet

gd& Xdr, gdzg = Ydr, pdd = Zdr

15.

Supponamus, in superficie curua a puncto dato .7 proficisci
innumeras curuas breuissimas, quas inter se distinguemus per angu-
lum, quem ceonstitnit singularum elementum primum cum elemento
primo vnius ex his lineis pro prima assumtae: sit @ ille angulus,
vel generalius functio illius anguli, nec non r longitudo talis lineae
breuissimae a puncto .4 vsque ad punctum, cuius coordinatae sunt
¥, Y, z. Quum itaque valoribus determinatis variabilivm r, @ req
spondeant puncta determinata superficiei, coordinatae x, y, z con-
. siderari possunt tamquam functiones ipsarum r, P Notationes A, 7.,
E, 1 ¢ X, Y, Z in eadem significatione retinebimus, in qua in

D2.
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art. praec. acceptae fuerunt, modo indelinite ad punctum indefini-
tum cuiuslibet linearum breuissimarum referantur.

Lineae breuissimae omnes, quae sunt aequalis longitudinis r,
terminabuntur ad aliam lineam, cuius longitudinem ab initio arbi-
trario numeratam denotamus per y. Considerari poterit itaque v
" tamquam functio indeterminatarum r, Q, et si per A designamus
punctum in superficie sphaerica respondens directioni elementi d v,
nec non per £, 9, § coordinatas huius puncti respectu centri sphae-
rae, habebimus°

I°‘<

E,du dy =~ ,dv S_,,dO‘
dso’ ag’ ap = ""dp’ 9 a9
Hinc et ex

dx dy ‘E_

G=& g=m =¢

sequitur

dx dx dy dy dz

idptardptar dg>-(6£'+ 11 +§£ )T; —cosxx.:_;)
Membrum primum huius aequationis, quod etiam erit functio ipsa-
rum r, Q, per S denotamus; cuius differentiatio secundum r sup-
peditat: ‘_
' dS ddx dx ddy dy ddz d:z

uﬂ?@fdem?@

. (@ + @+ D)
+ % ¢ d@ - * N
ag dx dy dy d¢ dz d(EE+nn+32)
—79+dr d@+dr d¢+" dg

Sed EE 4+ n9 4+ ¢S = 1, adeoque ipsius differentiale = 0; et
per art, praec. habemus, si etiam hic p denotat radium curuaturae
in linea r, '
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d£ X dn Y i{_ VA

dr — ?’ ar = g’ dr -‘?
Ita qbtinemus ‘
as 1 _ 1 do
‘_17_-_-_._. (XE+Yq4+22). d@ —. cosLA..-@‘-O

quoniam manifesto )" iacet in circulo maxnmo,'cmus polus L. Hinc
itaque concludimus, S independentem esse ab r et proin functionem

o de
solius @. Atpror =0 manifesto fit ¢y = (, et proin etiam (‘l@ =0
nec non § = 0 independenter a . Necessario itaque generaliter
esse debebit §=0, adeoque cos AL’ = 0, i.e. AA’=90° Hinc
colligimus

TueoreMa. Ductis in superficie curua ab eodem puncto ini-
tiali innumeris lineis breuissimis aequalis longitudinis, linea earum
extremitates iungens ad illas singulas erit normalis.

Operae pretium esse duximus, hoc theorema e proprietate
fundamentali linearum breuissimarum deducere: ceterum eius veri-
tas etiam absque calculo per sequens ratiocinium intelligi potest.
Sint 4/ B, AB' duae lineae breuissimae eiusdem longitudinis, an-
gulum infinite paruum ad ./ includentes, supponamusque, alteru-
trum angulorum elementi B B’ cum lineis B 4, B'A differre quan-
titate finita, ab angulo recto, vnde per legem continuitatis alter
maior alter minor erit angulo recto. Supponamus, angulum ad B
esse — 00° — w, capiamusque in linea B/ punctum C ita vt sit
BC = BB cosec w: hinc quum triangulum infinite paruum B B’C
tamquam planum tractare liceat, erit CB = BC. cos w, et proin
AC 4+ CB'= AC 4+ BC.cos w= AB — BC. (1 — cosw)
= AB — BC (1 —cosw), i. e. transitus a puncto . ad B’ per
punctum C breuior linea breuissima, Q . E . 4.



30 CAROLI FRIDERICI GAUSS
106.

‘Theoremati art. praec. associamus aliud, quod ita enunciamus.
Si in superficie curua concipitur linea qualiscunque, a cuius
punctis singulis proficiscantur sub angulis rectis et versus eandem '
plagam innumerae lineae breuissimae aequalis longitudinis, curua,
quae earum cxtremitates alteras iungit, illas singulas sub angu-
lis rectis secabit. Ad demonstrationem nihil in analysi praecedente
mutandum est, nisi quod ( designare debet longitudinem curuae
datae inde a punéto arbitrario numeratam, aut si mauis functionem
huius longitudinis; ita omnia ratiocinia etiamnum valebunt, ea mo-
dificatione, quod veritas aequationis § =0 pro r = 0 nunc iam in
ipsa hypothesi implicatur. Ceterum hoc alterum theoremy generalius
est praecedente, quod adeo in illo comprehendi censeri potest,
dum pro linea data adoptamus circulum infinite paruum circa cen-
trum 4 descriptum. Denique monemus, hic quoque considerationes
geometricas analyseos vice fungi posse, quibus tamen quum satis
obuiae sint hic non immoramur, ’

17. ) .
Reuertimur ad formulam v'(£dp® 4 2 Fdp .dq + Gdg?),

quae indefinite magnitudinem elementi linearis in superficie curua
exprimit, atque ante omnia significationem geometricam coélficientium
L, F, G examinamus. lam in art. 5 monuimus, in superficie curua
concipi posse duo systemata linearum, alterum, in quibus singulis
sola p sit variabilis, ¢ constans; alterum, in quibus sola g variabi-
lis, p constans. Quodlibet punctum superficiei considerari potest
tamquam intersectio lineae primi systematis cum linea secundi:
tuncque elementum lineae primae huic puncto adiacens et variationi
dp respondens erit = y"E.dp, nec non elementum lineae secun-
dae respondens variationi dg erit = v"G.dg; denique denotando
per w angulum inter haec elementa, facile perspicitur fieri cos w
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F
= VEG
curua inter duas lineas primi systematis, quibus respondent ¢, ¢ 4- d ¢,
atque duas lineas systematis secundi quibus respondent p, p 4 dp,

erit V(EG — FF) dp.dgq.

Area autem elementi parallelogrammatici in superficie

Linea quaecunque in superficie curua ad neutrum illorum sy-
stematum pertinens, oritur, dum p et ¢ concipiuntur esse functiones
" vnius variabilis nouae, vel altera illarum functio alterius. Sit s lon-
gitudo talis curuae ab initio arbitrario numerata et versus directi-
onem vtramuis pro positiua habita. Denotemus per § angulum,
quem efficit elementum ds=v"(Edp? 42 Fdp.dg 4+ Gdg¢?) cum
linea primi systematis per initium elementi ducta, et quidem ne
vlla ambiguitas remaneat, hunc angulum semper ab eo ramo -illius
lineae, in quo valores ipsius p crescunt, inchoari, et versus eam
plagam positiue accipi supponemus, versus quam valores ipsius ¢
crescunt. KHis ita intellectis facile perspicitur haberi -

Edp + Flgq.
c0s§.ds = VE.dp + VG .cosw.dg = _%%J
V(EG — FF) . dq

vE

sin § . ds =V G.sinw.dgq =

18.

Inuestigabimus nunc, quaenam sit conditio, vt haec linea sit

breuissima. Quum ipsius longitudo s expressa sit per integrale
e = [V (Edp* + 2Fdp.d¢ + Gdg?)

conditio minimi requirit, vt variatio huius integralis a mutatione
infinite parua tractus lineae oriunda fiat = 0. Calculus ad propo-
situm nostrum in hoc casu commodius absoluitur, si p tamquam
functionem ipsius ¢ consideramus. Quo pacto, si variatio per cha-
racteristicam ¢ denotatur, habemus ' :
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dE 9dF dG
o B ey o
s=

2da

+' aF iod +’ d
Ed Fd £ P a5 ' 4r-19
p+ 7 5t ﬁ p. (dp d;
. 2ds
E dp + Fd q)
—q. . =—=L£T_ "4
ds

constatque, quae hic sunt sub signo integrali, independenter
euanescere debere.'h Fit itaque

dE dG _ Edp + F
i .dp? + 3 dp dg+ 57 -dg*= 2ds.d: —
ds.dE.coso

= 9ds.d.VE. cos§ = —2\(13.(10.1/‘1‘7,

VI
(Edp + Fdg) 4E
= E
Edp + Fd dE
= P%__q 5 ap+3F % dq>—2V'(EG FF).d,

" Hine itaque nanciscimur aequationem conditionalem pro linea
vissima sequentem:

— V(EG — FF).dq .4

F dE F dE dE
V(EG—FP).d0=4% 7> dp+, = .5=.dg+}.
E dp E d dg
dF dG
_,E,‘-dp—%‘gl—;-dq

quam etiam ita scribere hcet
' dE. dF i
V(EG—FF). did=13.— 5 <lE+I rr dp— i dp—i. TR
Ceterum adiumento aequationis '

o § = E d p F
©%Y = VEC—FP 1y T VEG—FF
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ex illa aequatione angulus § eliminari, atque sic aequatio differen-
tio -differentialis inter p et ¢ euolui potest, quae tamen magis com-
plicata, et ad applicationes minus vtilis euaderet, quam praecedens,

_ 19.

Formulae generales, quas pro mensura curuaturae et pro va.
riatione directionis lineae breuissimae in artt. 11, 18 eruimus, multo
simpliciores fiunt, si quantitates p, ¢ ita sunt electae, vt lineae
primi systematis lineas secundi systematis vbique orthogonalitér se-
cent, i. e. vt generaliter habeatur w = 90°, siuve F=0. Tunc
scilicet fit, pro mensura curuaturae, '

dE dG dG\?2 dEJdG d E\2%
4EEGGL_E.EET7-+L' E) dp dp+ d—q>
dd E - ddG

ar T dp’)

— 9EG (
et pro variatione anguli §

dE 4G
EG.4¢ = . 4 =
v vl Bt £ -4

Inter varios casus, in quibus haec conditio orthogonalitatis va-
let, primarium lo¢um tenet is, vbi lineae omnes alterutrius syste- °

matis , e. g. primi, sunt lineae breuissimae. Hic itaque pro valore

constante ipsius ¢, angulus § fit =0, vnde aequatio pro variatione

‘ d E ’ .
anguli § modo tradita docet, -fieri debere E = 0, siue coélficien-
tem Ea g independentem, i. e. E esse debet vel constans vel
functio solius p. Simplicissimum erit, pro p adoptare longitudinem
ipsam cuiusque lineae primi systematis, et quidem, quoties omnes
lineae primi systematis in vno puncto concurrunt, ab hoc puncto
numeratam, vel, si communis intersectio non adest, a qualibet linea
secundi systematis. Quibus ita intellectis patet, p et ¢ iam eadem

denotare, qli_ae in artt. 15, 16 per r et Q@ expresseramus, atque

E
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fieri £ = 1. Ita duae formulae praecedentes iam transeunt in has:

ddG
4GGE = (d—> =
' dG '
véG. d0' — % -—-'dq
vel statuendo VG = m, .
' . 1 ddm ) dm N
'kz_;'-(—l—p—’-’ do_(—a—}-; .dg

Generaliter loquendo  erit functio ipsarum p, g atque mdgq ex-
pressio elementi tuiusuis lineae secundi systematis. In casu spe-
ciali autem, vbi omnes lineae p ab eodem puncto proficiscuntur,
manifesto pro p = 0 esse debet m = 0; porro si in hoc casu pro ¢
adoptamus angulum ipsum, quem elementum primum-cuiusuis lineae
primi systematis facit cum elemento alicuius ex ipsis ad arbitrium
electae, quum pro valore infinite paruo ipsius p, elementum lineae
secundi systematis (quae considerari potest tamquam circulus radio
p descriptus), sit = pdgq, erit pro valore inﬁniie paruo ipsius p,
m = p, adeoque, pro p =0 simul m=0 et :_;7_;:.___ 1.

" 20. ,

Immoremur adhuc iidem suppositioni, puta p designare inde-
finite longitudinem lineae breuissimae a puncto determinato . ad
punctum quodlibet superficiei ductum, atque ¢ angulum, quem pri-
' mum elementum huius lineae efficit cum elemento primo alicuins
lineae breuissimae ex ./ proficiscentis datae. Sit B punctum deter-
minatum in hac linea pro qua ¢ = 0, atque C aliud punctum de-
terminatum superficiei, pro quo valorem jpsius ¢ slmpllc;wr per A
designabimus. Supponamus, puncta B, C per lineam breuissimam
lluncta, cuius partes, inde a punclo B numeratas, indefinite vt in
art. 18 per s denotabimus, nec non perinde' vt illic,' per 4 angu-

\
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lam, quem quoduis elementqni ds facit cum elgmento dp: denique
sint §°, § valores anguli § in punctis B, C. Habemus itaque
in superficie curua triangulum lineis brquissimis inclusum, eiusque
anguli ad B et C, per has ipsas literas simpliciter designandi ae-
quales erunt ille complemento anguli 4° ad 180°, hic ipsi angule
0. Sed guum analysin mostram inspicienti facile pateat, omnes
angulos non per gradus sed per numeros expressos concipi, ita vt-
angulus 57° 17 45", cui respondet arcus radio aequalis, pro vnitate
habeatur, statuere oportet, dengtando per 27 peripheriam’ circuli
P =mw—B,0=C
Inquiramus nunc in curuaturam integram huius trianguli, quae fit
= [ kdg, denotante dg elementum superficiale trianguli; quare
quum hoc elementum exprimatur per mdp .dg, eruere oportet in-

tegrale /f kmdp.dg supra totam trianguli superficiem. Incipiamus

b i i dun ter £ = 1, ddm
ab integratione secundum p, quae propter £ = — — dp” sup-

-

o d
peditat dg. (Const. — —d—;':—), pro curuatura integra areae iacen-

tis inter lineas primi systematis quibus respondent valores indeter-
minatae secundae ¢, ¢ 4 dg: quum haec curuatura pro p = 0
euanescere debeat, quantitas constans per mteo'ratlonem introducta

' dm
aequalls esse debet valori ipsius d—P- Pro p =0, i. e._vnitati. Ha-

d
bemus itaque dg (1 — (—la—i’-), vhi pro -(T,-; accipere oportet valorem

respondentem fini illius areae in linea C B. In hac linea vero fit perart.

praec. %—; dg=—d g, vnde expressno nostra mutatur in dg +d4.

Accedente .iam mtegratnone altera a g= 0 vsque ad —‘/1 'x-‘
tendenda, obtinemus curuaturam mtegram tnangulu = A +4 -
= d4d4+B4+ C—m

E 2
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.Curuatura integra aequalis est areae eius partis superficie
ricae, quae respondet triangulo, signo positiuo vel negatiuo a
prout superficies curua, in qua triangulum iacet,  est concau
caua vel concauo-conuexa: pro- vnitate areae accipiendum e
dratum, cuius latus est vnitas (radius sphaerae), quo pacto
ficies tota sphaerae fit = 4. Est itaque pars superficiei s
cae triangulo reéspondens ad sphaerae superficiem integ:
= (44 B+ C—x) ad 4. Hoc theorema, quod ni f:
ad elegantissima in theoria superficierum curvarum referendu
videtur, etiam sequenti modo enunciari potest:

Excessus summae angulorum trianguli a lineis breui
in superf cle curua concauo-concaua formatt vitra 180°, v
Jectus summae angulorum trianguli a lineis breuissimis in s

" ficie curua concauo - conuexa formati a 180° mensuratur

aream partis superficiei sphaericae, quae illi triangulo pe.
rectiones normalium respondet, si superficies integra 720 g;
bus aequiparatur.

Generalius in quouis polygono n laterum, quae smorula
mantur per lineas breuissimas, excessus summae angulorum s
2n-4 rectos, vel defectl;s, a 2n-4 rectis (pro indole curuati
superficiei) , aequatur areae polygoni respondentis in superficie spl
rica, dum tota superficies sphaerae 720 gradibus aequiparatur,

per discerptionem polygoni in triangula e theoremate praecede
sponte demanat, ‘

: ' 21.

Restituamus characteribus Ps 945 Es Fy, G, u significatior
generales, quibus supra accepti fuerant, supponamusque, indole
suerficiei curuae praeterea alio simili modo per duas alias var

bilds p, ¢’ determinari, vbi elementum lineare . indefinitum exp
matur per '

V(Edp? + 2Fdp'.d¢ + G'dg?)
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Ita cuiuis puncto superficiei per valores determinatos variabilium
p> q definito respondebunt valores determinati variabilium P ¢
quoegirca hae erunt functlones ipsarum p, ¢»> e quarum differentia-
tiorte prodire supponemus

dp’' = «dp + Bdg

d = ydp + ddg o
" Jam proponimus nobis inuestigare slgmﬁcahonem geometricam ho-
rum coéfficientium «, 3, ¥, 3.

Quatuor itaque nunc systemata linearum in superficie curua
concipi possunt, pro quibus resp. ¢, p, ¢, p’ sint constantes, ' Si
per punctum determinatum, cui respondent variabilium valores p, ¢,
P> > quatuor lineas ad singula illa systemata pertinentes ductas
supponimus, harum elementa, wanatlombus positiuisdp, dg, d p , 44,
respondentes erunt

YV E.dp, vG.dq, VE .dq, VG .d4.

Angulos, quos horum elementorum directiones faciunt cum dire-
ctione fixa arbitraria, denotabimus per M, N, M’, N’, numerando
eo sensu, quo jacet secunda respectu prlmae, ita vt sin (N — ]’I)
fiat quantitas positiua: eodem sensu iacere supponemus (quod llcet)
quartam respectu tertiae, ita vt etiam sin (N° — M) sit quantitas '
positiua. His ita intellectis, si consideramus punctum aliud, a priori
infinite parum distans, cui respondeant valores variabilium p 4 dp,
g+dg, P+ 4dp, ¢+ dg, leui attentione adhibita cognoscemus,
fieri generahter, i. e. independenter a valoribus variationum dp, dg,
dp ’ dg:

YV E.dp.sin M4y G.dq.sinN=vy E .dp'.sin M +V G.dg.sinN'
quum vtraque expressio nihil aliud sit, nisi distantia puncti noui a
linea, a qua anguli directionum incipiunt. Sed habemus, per no-
tationem iam supra ‘introductam N — /M = w, et per analogiam
statuemus N’ — M’ = &', nec non insuper N— M’ = +). Ita ae-
quatic modo inuenta exhiberi potest in forma sequente
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VE.dp.sin(M'— w + ) + vV G.dq.sin (M 4 )
=V E.dp.smM 4 VG .44 sin(M' 4+ )

vel ita '

V Edp sin(N' =g — W)+ )+ VvV G.dgsin(N'—u + 1)
* = VE.dp sn(N' —) + ¥ G.dg sinN’

- Et quuni aequatio manifesto independens esse debeat a directione

initiali, hanc ad lubitum accipere licet. Statuendo itaque in forma

secunda N’ = 0, vel in prima M’ = 0, obtmemus aequatlones

. sequentes:
V E .sinw .dp'=V'E. sm(w-l-w-—-\]/) dp-]-V'G sm(w -—\L) dg
VG .sinw.d¢g =V E . sin(y —w).dp 4+ vV G.sinq) .dg
quae aequationes quum identicae esse debeant cum his
dp = adp + Bdg
"dg = ydp + ddg
suppeditabunt determinationem coefficientium ¢, 3, %, 8. Erit scilicet

-

T —

£ sin o’ . sing

_ Lsin()—w) | _ sin )

? — V‘ G', Sln"'wc-'_ ’ 3—- V‘G' sin wl

N ' . n F ' F
Adiungi debent aequdtiones cos w = VEG® s =

ey EG—FF EG—FF |

sin w = T ,smw_V',——E,?-—, vnde quatuor

a:\/‘

aequafibnes ita quoque exhiberi possunt
aV(EG — FFYy= v EG. sin(w 4+ w -——\‘L)
BV(EG’ F'F') = VGG .sin(w —))
vV (EG — F'F =V EE .sin(+— w)
SV (EG — F'F') = V'GF .sin+

Quum per substitutiones dp’ = adp + Bdg, d¢'=gdp+ddg

B sin(wt o — «m,B NS LICA-L7)

VET
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trinomium E’dp? 4 9F'dp’.dq¢ 4+ G'd¢’® transire debe:ét in
Edp® + 2 Fdp.dgq 4 Gdg®, facile obtinemus
EG — FF = (EG — F'F') (a8 — By)*

et quum vice versa trinomium posterius rursus transire debeat in
prius per substitutionum

(@d—By) dp = ddp’' —Bdg, (ad—By)dg=—ydp' +add,
inuenimus

- EG — F
p E}d — 2Fyd + Gyy = r

EVGI— F’F,.E'
EG — FF
EBJ— Fad+By)+ Gay:'E,G, —

) : EG — FF
E - oF - el
;BB 2 aB+G¢a_E,G, VT G

.F'

. . .

22.

A disquisitione generali art. praec. descendimus ad applicationem
latissime patentem, vbi, dum p et ¢ etiamnum significatione generalis--
sima accipiuntur, pro p, ¢, adoptamus quantitates in art. 15 perr,
denotatas, quibus characteribus etiam hic vtemur, scilicet vt pro
quouis puncto superficiei r sit dlstantla minima a puncto determi-
nato, atque { angulus in hoc puncto inter elementum primum ip-
sius r atque directionem fixam. Ita habemus £' =1, F' =, o' = =90°:
statuemus insuper V' G’ =m, ita vt elementum lineare quodcunque
fiat=v (d 7% 4 mmd $2). Hine quatuor aequanones in art. praec
Pro o, 3, ¥, d, erwtae, suppeditant ;

. d ‘
VE.cos(w— ) = ‘T;""""-‘“) i
V"Gl.cosxp‘z:—-;........_...(2)
V‘Esm('\[/—-w)zm.El;p ...... (3)
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VG.sny=m. L ... L)

" Vltima et penultima vero has

dr dr dr dr\2
EG— FF=E ) 2P . o+ € —)

dg dp dg dp
dr dr d@ ' dr d9
(r&-—ra) 2 =(g=omn) -

Ex his aequationibus petenda est determinatio quant
ry @, 4 et (si opus videatur) m, per p et g: scilicet. inte
aequationis (5) dabit r, qua inuenta integratio aequationis (0)
@, atque alterutra aequationum (1), (2) ‘ipsam +}: denique ;
bebitur per alterutram aequationum (3), (4)»

fntegratio generalis aequationum (5), (6) necessario duas
ctiones arbitrarias introducere debet, quae quid sibi velint |
intelligemus, si perpendimus, illas aequationes ad casum eum ¢
hic consideramus non limitari, sed penmle valere, si r-et Q@
piantur in slgmﬂcatlone generaliori art. 16, ita vt sit r longi
lineae breuissimae ad lmeam arbitrariam determinatam norma
ductae, atque P functio arbitraria longitudinis eius partis lin
quae inter lineam breuissimam indefinitam et punctum arbitrar
determinatum intercipitur. _Solutio itaque generalis haec omnia
definite amplecti debet, functionesque arbitrariae tunc demun
definitas abibunt, quando linea ‘illa arbitraria atque functio part
quam @ exhibere debet, praescriptae sunt, In casu nostro ci
lus infinite paruus adoptari potest, centrum in eo puncto hab
a quo distantia¢ 7 numerantur, et () denotabit partes huius cir:
ipsas per radium diuisas, vnde facile colligitur, aequationes (5),
pro casu nostro completé sufficere , dummodo ea, quae indefin
relinquunt, ei conditioni accommodentur , vi r et @ pro puncto i
initiali atque punctis ab eo infinite parum distantibus quadrent.
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Ceterum quod attinet ad integrationem ipsam aequationum (5),
(6), constat, eam reduci posse ad integrationem aequationum dif:
ferentialium vulgarium, quae tamen plerumque tam intricatae eua-
dunt, vt parum lucri inde redundet. Contra euolutio in series,
quae ad vsus practicos, quoties de partibus superficiei modicis agi-
tur, abunde sufficiunt , nullis difficultatibus obnoxia est, atque sic
formulae allatae fontem vberem aperiunt, ad multa problemata gra-
vissima soluenda. Hoc vero loco exemplum vnicum ad methodi
indolem monstrandam euoluemus.

23. .

Considerabimus casum eum, vbi omnes lineae, pro quibus p
constans est, sunt lineae breuissimae orthogonaliter secantes lineam
pPro qua @ = 0, et quam tamquam lineam abscissarum contemplari
possumus.  Sit 4 punctum pro quo r =0, D punctum indefinitum
in linea abscissarum, /D = p, B punctum indefinitum in linea
breuissima ipsi /D in D normali, atque BD = g, ita vt p con-
siderari possit tamquam abscissa, ¢ tamquam ordinata puncti B;
abscissas positiuvas assumimus in eo ramo lineae abscissarum, cui
respondet =0, dum r semper tamqu'am quantitatem positinam
spectamus; ordinatas positiuas statuimus in plaga ea, vbi ® nume-
ratur inter 0 et 180°.

Per theorema art. 16 habebimus w = 90°, F= 0, nec non
G = 1; statuemus insuper v'E=n. KErit itaque n functio ipsarum
P 9 et quidem talis, quae pro ¢ =0 fieri debet = 1. Applica-
tio formulae in art. 18 allatae ad casum nostrum docet, in quauis

A - dn
linea breuissima esse debere d§ = — e dp, denotante § angu-
lum inter elementum huius lineae atque elementum lineae pro qua
g constans: iam quum linea abscissarum ipsa sit breuissima, atque
dn

pro ea vbique § = 0, patet, pro ¢ =0 vbique fieri debere d_q =0.
, , i
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Hinc igitur colligimus, si z in seriem secundum potestates ipsius ¢
progredientem euoluatur, hanc habere debere formam sequentem

n=1++f99 + 89* + hq* + etc.

vbi f, g, h etc. erunt functiones ipsins p, et quidem statuemus
S =f°+fp + fpp + ete.

8§=28"+&p + &prp + et
h=~h + Kp 4 K'pp + ete.
etc. siue ' .

-n=1+f°99 + f'peg + fPreq + et
+ 8°9® + &'pg® + etc.
+ A°g* + etc. ete.

-

24.
Aecquationes art. 22 in casu nostro suppeditant

nsinxp::—}:, COS\P::—;., —;acon¢=m.j—¢, sip\b.:m.d_?
: q

S dry\* dr\? dr d¢p  dr d@_

nn= nn d_q) + 5’?), ’m';l—q'ﬂ dp dp 0
Adiumento harum aequationam, quarum™ quinta et sexta jam in
reliquis ‘continentur, series euolui poterunt pro r, @, 1}, m, vel
pro quibuslibet functionibus harum quantitatum, e quibus eas, quae
imprimis - attentione sunt dignae, hic sistemus.

Quum pro valoribus infinite paruis ipsarum p, ¢ fieri debeat
rr = pp + qg, series pro rr incipiet a terminis pp 4 g¢g¢:.
terminos altiorum ordinum obtinemus per methodum codﬁclenhum
mdetermmatorum %) adiumento aequatloma

drr drr '
<- . ) - 4"" .
n dq

*) Calculum, qu per nonuulla artificia paullulum contrahi potest, hic
adscribere superfluum duximus, )

-
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scilicet
[ rr=pp+ §f °pr39+4fpPPe9+ RS — z‘;f°f°)p‘qqeto.
L +99 -~ +48°ppq® + 35’ P2 ¢®
| : , + (34° —ZxfoSf°) pp gt
Dein habemus, dueente formula rsina = L.d”‘ '
o2n dp’

(2] rein=p—31f °pqq—-§f ‘PPI9—Q S+ & oSO pPgqetc,
- —4§8°py* — 38'ppq®
~ (@he—~ Ffof°)pqs

. drr
uec non per formulam rcos\) =3%. g

[3) reosa =g+ 3/°ppa+ 4 P e+ (f —&S°F°) ptq eto.
: -+ %8°pp9g + 5P qq
+ (#h°—38f°f)ppe?

‘Hine simul innotescit'anguhw \J. . Perinde ad computum anguli
concinnius euoluuntur series pro rcosQ atque rsinQ, quibus in-
seruiunt aequationes differentiales partiales

Lroo? = noonp.ting—raing 1

d.rdc;sQ = cos() . cos) — rsinQ 9

: ;s;,,@ = nein@.siny + '°°’¢°“L¢ |
a. rds;ng’ = sin Q. cos ) + reos@. q,

ncos+) . '&% + sin+) . T
quarum combinatio suppeditat

rsina) d.rcos@

" T d y

d. rcoq@

4 reosq) .

= rcos@

F2
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i L2 4 reog SR — ing

Hmc facile euoluuntur series pro rcos@, rsm@, quarum 1
primi manifesto esse debent p et ¢, puta

[4] r608¢—p+af°pqq+ !fPP49+(Y"fw_zssf°f°)P3
+1g°p¢® + %&rred

o + @h~ S L) p

[5] "5“‘@ q— §f°PP‘I'-'3f PP9— (&S —df°f°)p*
—%8°PP99 — 58P aq -

= GA 330 fO)
E combinatione aequationum- [2], [3], [4]. [5] deriuari posse
ries pro rrcos (\ + @), atque hinc, dividendo per seriem
series pro cos(\Jy + @), a qua ad. seriem pro ipso angulo 1)
descendere liceret. Elegantius tamen eadem obtinetur seq:
modo. Differentiando aequationem primam et secundam ex
quae initio huius art. allatae sunt, obtinemus

sin\\b.:—:-g + ncosxp'.%\—: + sin\Lf %p =0

qua combinata cum hac '

7L COS =
prodit ‘
rsin dr_{ rsina d(\,(J-l-@) (\b-{-@)
— 1y T i + recosvy. iz

Ex hac aequatione adiumento methodi codfficientium indetermin
torum facile eliciemus seriem pro ) + @, si perpendimus ipsi
terminum primum esse debere 37 radio pro vmtate accepto, atqu

. denotante 2 peripheriam clrcull,

(6] V+Q=fn—fopg—3fppa— QS —Lfor)pq et
—8°pqq — 3&pPpeq
—_— (’l°—=}f°~f°)pq3
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Operae pretium videtur, etiam aream trianguli .4/ B.D in se-
riem euoluere. Huic euolutioni inseruit aequatio conditionalis se-
quens, quae e considerationibus geometricis satis obuiis facile de-
rinatur, et in qua § aream quaesitam ‘denotat:

r_s.l,:‘_'\,p- dS + rcos‘\lJ _—= LS_I;:I\}/—. ndq

integratione a ¢ =0 incepta Hinc 'scilicet obtinemus per metho-
dum coc fﬁcxentnum indeterminatorum

[7] S=3pg—1sS°P* 09— 35S Pra—(FS" "—zrof°f°)P5q etc.
— /P — 58°p 99— S8 Ptaq
— i f PP — (s + &S +&Sof ) pied
—158°Pi*— 8 pret
‘ —(sho—SoS )P e

25.

A formulis art. praec., quae referuntur ad friangulum a lineis .
breuissimis formatum rectangulum, progredimur ad generalia. Sit
C aliud punctum in eadem -linea breuissima DB, pro quo, ma-
nente p, characteres ¢, r, ¢, J/, $" eadem designent, quae ¢, r,
@, &> 8 pro puncto B. Ita oritur triangulum inter puncta .7, B,
C, cuius angulos per 4, B, C, latera opposita per a, b, o,
aream per ¢ denotamus; mensuram curuaturae in punctis .7, B, C
resp. per as 3, ¥ exprimemus Supponendo itaque (quod licet),
quantxlates, p > s 9— q esse posmuas. habemus

A"@ @’B \\b’ C=m— \l”“—q ‘Iolf—r c—"’O’—S—V‘.

Ante omnia aream ¢ per seriem exprimemus, Mutando in

[7] singulas quantitates ad B relatas in eas quae ad C referuntur,

prodit formula pro &', vnde, vsque ad quantitates sexti ordinis
- obtinemus
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c=§plg — 91 —{f°(pp + 99+ 97+ d9)
—dSPOrp + 799 + 799 + 749)
—58°(@+9)Brr+499+ 499 +499))
Haec formula, adiumento seriei [2] puta
csinB = p(1—§f°99—3S P39 —£8°9% — et

trangit in sequentem

c= iacsmB(i--rf°(pp —99+99%99) .

L — %/ p(6pp—899 + 794 + 747)
— 458°(3PPq+3ppqd —69° + 4999 + 4999 + 44
Mensura curuaturae pro quouis superficiei puncto fit (per

19, vbi m, p, q erant quae hic sunt n, ¢, p)

—_—— i,dd" — _ 2f+689 +12hqq -]-étc.
- n dg? 1 4+ fqgq + ete.
. S —af — 689 — (125 — 2ff)qq — eto.
Hinc fit, quatenus p, ¢ ad punctum B releruntur,
B=—2f° —2fp —68°q — 2f'pp.— 68'pq
— (124° — 2/°f°)gq — etec.

nec non _
y=—2f°—2fp — 68°¢ — 2f'pp — 65'pq
— (124° — 2f°f°) qq - etc.
a=—2f° o
Introducendo has mensuras curuaturae in serie pro ¢, obtinem
expressionem sequentem, vsque ad quantitates sexti ordinis (excl
,exactam )
¢ = § acsin B(1 + nad(4PP — 299 + 399 + 3¢

+ 1is BG@pp— 697 + 699 + 349)

+ 1z ¥@pPp. — 299 + 99 + 449))
Praecisio eadem manebit, si pro p, g, ¢ ‘substituimus csin Z
ccosB, ccos B—a, quo pacto prodit
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[8] ¢ =4 acsinB(1 + yjza(3aad + 4cc — 9ac cos B)
.+ 135 B(3aa 4+ 3cc — 12accos B)

’ . + 1is ¥ (4@ 4 3cc — 9gac cosB)).
Quum ex hac aequatione omnia quae ad lineam 4D normaliter
ad B C ductam’ referuntur euanuerint, etiam puncta ./, B, C cum
correlatis inter se permutare licebit, quapropter erit eadem praecisione

[9] ¢ =3 be 3"“4(1 4 ris 2« (366 4 3cc - 12bc¢ cos A)
+ 1isB (365 + 4cc — 9bccos )
+ ris v (46b + 3cc — 9bccos d))

[10] ¢ = § absinC(1 4+ yisa(3aa + 4560 — 9ab cos C).
| + rioB(4aa + 366 — gab cos C)
. + risv(3aa + 3b6b—12abcos())

26.

Magnam vtilitatem affert consideratio trianguli plani rectilinei,
cuius latera aequalia sunt ipsis a, b, c; anguli illius trianguli, quos
‘per A%, B*® C* designabimus, different ab angulis trianguli in
superficie curua, puta ab 4, B, C, quantitatibus secundi ordinis,
operaeque pretium erit, has differentias accurate euoluere. Calcu-
lorum autem prolixiorum quam dx[ﬁcuhorum, primaria momenta ap-
posuisse sufficiet, - :

Mutando in formulis [1], [4], [5], quantifates quae referun- .
tur ad B in eas quae referuntur ad C, nanciscemur formulas pro
r'r, rcos @, rsin Q. Tunc euolutio expressionis rr + r
—(g—¢)® — 2rcos@.r'cos Q' — 2rsin@.r sin @), quae ﬁt
=bb 4 cc — aa — 2bccos 4 = 2bc(cos A®<—cos.A), com.
binata cum euolutione expressionis # sin Q.r'cos Q' — rcos Q. r'sin 9,
quae fit = bcsin ., suppeditat formulam sequentem
€osA® —o00sd = — (q—q)psin A4 f° + 3 f'p + $8°(g+¢)
, R GV VA ) B S JC T

+ (4 =% f°f) 99+ 94 +4¢) + ete.)
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Hine fit porro, vsque ad tuantitates quinti ordinis ‘
A —Ad=—(q—pGSf°+ P+ 38°¢+ 9) + &/ 'pp -
+ HsgP@+N+ERC(Ge+97+79)
— S (Tpp+799+1294+799))
Combinando hanc formulam cum hac
, 20 = ap(1—3f°(pp+ 99+99 + 4g — etc)
atque cum valoribus quantitatum &, 3, ¢ in art. praes. allatis, ob-
tinemus vsque. ad quantitates quinti ordinis

[11] ‘4‘—/1—0'(3'0‘"‘ 128 + Syt f pp+ isp(g + 9)
+ $5°(399— 299 + 34¢)
+ FsSf°S° (4pp—11qq+14qq—u 'q))

Per operatmnes prorsus similes euoluimus

[12] Br=B—o(dsa+iB+vav+ 1o/ PP+ &8r029+9)
+ 32°(499— 497 +349)
— gsfof°(2pp+899—89q +11qq))
[13] C*‘=C—-a(na+x§B+w+nsf'pp+-fagp(q_+2f1)
+ $h°(399—494 + 44'9)
vof°f°<2pp+11qq——8(/q +8qq))
Hmc simul deducimus, quum summa 4% 4+ B* 4 C® duobus

rectis aequalis sit, excessum summae 4 < B +4 C supra duos
angulos rectos, puta

[14] 4+ B+C=n: "0'(3'“+§B+§‘7+§flpl’+!é’l’(‘7+‘l)
+ @A —3f°f°)(g9—qq +44))

Haec vitima aequatio etiam formulae [6] superstrui potuisset.

.

27.
Sx superficies curua est sphaera, cuius radius = R, erit ¢ =
B=v=—2f° = j7i £'=0,4'=0, 61°—[°f* =0 siue

1
24 R4°

Hine formula [14] hit
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A+B+C "+RR

quae praecisione absoluta gaudet; formulae 11 - 413 autem sup-
peditant

- : o g : . » ’ »
A% = 4 — 31:12"'130124 (2pp—99+ 499 —4qq)
B =8 — RR"‘ 13034 (pp—299+299 +44)
c* =.C-— i

TRt mE (Pp +99+299 —24 9)

siue aeque exacte

A* = 4 SRR 180 24 b + cc 2aa)

) ¢ ¢
) BQ:B_.'}RR—IS—(_)—R: (aa-l-cc—-2bb)

y o o '
I —_—— —— bb —
C _C SRR 180 (aa 4 0D 2¢cc)

- Neglectis quantitatibus quarti ordinis, prodit hinc theorema notum
a clar. Legendre primo propositum. :

28. _
Formulae nostrae g-nerales, reiectis terminis quarti ordinis,
persimplices euadunt, scilicet

A=A — FHoeQQa+ B + 9)

B® =8B — fo(e+28+7)

C*=C «—=fho(e + B + 27) N
Angulis itaque .7, B, C in superficie non sphaerica reductiones
inaequales applicandae sunt, vt mutatorum sinus lateribus oppositis
fiant proportionales. Inaequalitas generaliter loquendo erit tertii
ordinis, at si superficies parum a sphaera discrepat, illa ad ordinem
altiorem referenda erit: in triangulis vel maximis in superficie tel-

G
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[ 4
luris, quorum quidem-angulos dimetiri licet, differentia semper pro

insensihili haberi potest. Ita e. g. in triangulo maximo inter ea,
quae annis praecedentibus dimensi sumus, puta inter puncta Hohe-
hagen, Brocken, Inselsherg, vbi excessus summae angulorum fuit
= 14'85348, calculus sequentes reductiones angulis applicandas
prodidit:

Holehagen . . .. .. — 4795113

Brocken . . ... ... — 4,05104

Inselsberg . . . ... . — 4,95131
29.

Coronidis caussa adhue comparationem areae trianguli in super-
. ficie curua cum area trianguli rectilinei, cuius latera sunt «, b, c,
adiiciemus. Aream posteriorem denotabimus per ¢?, quae fit
= }bcsind = jacsin B® = jabsin C*

Habemus, vsque ad quantitates ordinis quarti s
sin4® = sinid — Hgcosd.(2a+ B+ ¢)
sine aeque exacte C °
sind = sind”. (14 s5bccos 4.(2a+ B +9))
Substituto hoc valore in formula [0], brit vsque ad quantitates sexti
ordinis ‘ .
¢ = Lbesind*.(14 ¢35 (3bb+ 3cc—2bccosA) 4 135 B(3 65
+ 4cc—4bccos A) 4 35y (400 4+ 3cc—4bccos A)),
siue aeque exacte ) '
o= o*( -|-,£z,a(aa + 2bb42cc) i’iuB(Qaa-{-bb +2¢0)
4 thev(2aa 4 255 + c0)) L
Pro superficie sphaerica haec formula sequentem induit formam
c=¢"(1+4a(aa+ bb+cc)) ‘

cuius loco etiam sequentem salua eadem praecisione adoptari posse
facile confirmatur

sinAZ.sin B .sin C
sin..4%.sin B?.sin C* |
Si eadem formula t"i’“‘g““é in superficie curua non sphaerica appli-

catur, efror generaliter loquendo erit quinti ordinis, sed insensibi-
lis in omnibus triangulis, qualia in superficie telluris dimetiri licet.

v

(1]
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DETERMINATIO ATTRACTI()NIS
QUAM IN PUNCTUM QUODVIS POSITIONIS DATAE
EXERCERET PLANETA, SI EIUS MASSA PER TOTAM

ORBITAM, RATIONE TEMPORIS, QUO SINGULAE
' PARTES DESCRIBUNTUR, UNIFORMITER ESSET
DISPERTITA.

1

. AU?'I'ORE
CAROLO FRIDERICO GAUSS
SOCIET. REG. SCIENT. EXHIBITA 18i8. JAN. 17.

1.

Vanauonea faeculares, quas elementa orbitae planetanae a
perturbatione alius planetae patiuntur, ab hujus pofitione in
orbita funt independentes, atque eaedem forent, five planeta per-
turbans in orbita elliptica fecundum Kepleri leges incedat, five
ipfius mafla per orbitam eatenus aequabiliter dispertita concipia-
tur, ut orbitae partibus, alias aequali temporis intervallo delcrip-
tis, jam aequales maflae partes tribuantur, fiquidem tempora
revolutionum planetae perturbati et perturbantis non fint com-
men(urabilia. Theorema hoc\elegéns, i a nemine hucusque di-
fertis verbis propofitum eft, [altem perfacile ex afironomiae
phyficae principiis demonftratur. Problema itaque [e offert tum
per fe, tum propter plura artificia, quac ejus folutio requirit,
attentione perdignum: altractionem orbitae planctariae, aut fi
mavis, . annuli elliptici, cujus crallities infinite parva, atque-’
fecundum legem modo explicatam variabilis, in punctum quodp
libet politione datum exacte determinare.

As .,

L



.
N

4 ' CAROL. FRID. GAUSS

. o ‘ . 2. :

Denotando excentricitatem orbitae per e, atque puncti cv
vis in ipfa anomaliam excentricam per E, hnjus elemento |
ref[pondebit elementum - anomaliae mediae (1 — e cos E) d

quamobrem elementum maflae ei orbitae portiunculae, cui
-_fpondent illa elementa, tnbuendum, erit ad maﬂ'am integra
gnam pro unitate accipiemus, ut (t — e cos L’) dE ad 27,
primente 7 femicircumferentiam circuli pro radio 1. Statuen
itaque diftantiam puncti atfracti a puncto orbuae = g, attrac
‘ab orbitae elemento producta erit
- (1—ecos E)dE v

= smwope L

Defgnabxmus femiaxem ma]Otem per a, femiaxem minore
per b, atque illum tamquam lineam ablcifarum, centrumgqu
ellipfis tamquam initium adoptabimus. Hinc eritaa—bb = aae.
abfcilla puncti orbitae = a cos E, ordinata = b fin E. Deniqu
diltantiam puncti attracti a plano orbitae denotabimus per (
atque coordinatas reliquas axi majori et minori parallelas pe
A et B. His ita praeparatis, attractio elementi o1bitae decompo
petur in duas axx ma]on et minori parallelas atque tertiam planc
orbitae normalem, puta -

(4 —a cosEY(1—ecos EYdE

=dg
27{9
(B-—-bf'nE)(n——ecosI')dE 1
amwg? f' "
C (1—ecos E)dE
amwps =d<

ubi =V ((£ —a cos E)* + (B—b fin E)? | CC)
Integratis hisce differentialibus ab E = o0 usque ad E= 5600,
.prodibunt attractiones partiales’ £, , ¢ fecundum directiones,
directionibus coordinatarum oppofitas, e quibus attractio integra

compo-
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_compofita erit, et quas per methodum notam ad quaslibet alias
- directiones referre licebit. '

3. o ' -
~ Rei fumma jam in eo verfatur, ut introducta loco ipfius E -
alia variabili, quantitas radicalis in formam Gmpliciorem rediga-
tur. Ad hunc finem [tatuemus '
o+ ! cos T+ g’ in T
y+ 9 cos T+ ¢ in T

§+4+ 8 cos T4+ 8" in T

v+ cos Ty in T

ubi autem novem qoéﬂicienies a, o', ¢/’ etc. manifefto non funt
penitus arbitrarii, fed certis conditionibus [atisfacere debent, quas
ante omnia perlcrutari oportet. Primo obfervamus, [ubﬁitutio-
xem eandem manere, fi omnes coéfficientes per enndem factorem
maultiplicentur, ita ut absque generalitatis detrimento uni ex ipfis
valorem determinatum tribuere, _e. g fiatuere liceret oy = 1: atta-
men concinnitatis caulla omnes novem aliguantisper indefiniti’
maneant. Porro monemus, excludi debere valores tales, ubi
e, a, a’ vel §, &, & ipfis ¢, ¢/, v refp. proportionales eflent:
alioquin enim E haud amplius indeterminata maneret. Nequeunt
dgitur e — g, g — yul, ya! — ¢' @ fimul evanescere.

- cos E =

‘fin E =

. Manifelio coeflicientes «, o/, a’/ etc. ita comparati ello
debent, ut fiat indefinite . o ) _ -
(a+a’cos T+ o' fin T)=
+ (6 + & .cos T+ & fin T)2 €
— (y+ ¢ cos T+ fin T)?
wnde. necellario haec functio,\hai)ere debet formam
- k (cos T2 —[—' fin T2 = 1) ‘

-

=0

Hinc .
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‘Hinc colligimus fex aequationes conditionales *

—ata —86E84+yy= k- T
c— ! ! — gf~+‘;}'"y'= —_k
— gl gt = CHEH Y gl gl —

! — Gl 4 ey k 1y
—_— ! gl — G gu_l_ ! 7/I= o
—a'c —8E + 9y = o
—aad =88+ 9y y= o

‘ Ab his aequationibus pendent plures aliae, quas evolv
“operae pretium erit. Statuendo brevitatis caufla
Al a8y + B — oy — By — a" Ey =

e combinatione aequationum (I) facile derivantur novem fequente

/

cea = — k (B g — ¢ 5"
e = —ka—ay) |
ey = + k (a/gu_ g/“u) g
ea' =+ k('y — yF)
. e =+ k (y"a — a’y) ¢ (1)
: '.67'=—Ix(a”g—g"u) .
ga'=+ k(Ey — y&)
8=+ k(ya! — ay’)

ey'=— k(@& — §a’) |
E tribus primis harum aeqﬂatio’num rutfus deducimus hanc:
ea (@Y — 98N+ e8(Y'a" — al'y) f ey (' — € at) =
C—=kE@ Y= G — k(Y 2 —aly)? +k(a'G’"—€"a”)’
cui aequivalens eft haec: '
ee =k (—a'at — @@+7¢N—ww”—@@“+WW)
—_k(— o' — & gy )2
quae adjumento aequationum ‘e, 3, 4 in (I) mutatur in hanc:
ce = k3 cevereananne (IV)
- Xeque
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Aeque facile ex aequationibus (I) derivantur hae:
(G/ 714 — 74 gu)n — — [‘(]‘ —_— ! gt — al! alf), l
(Vlw/ — ) = k(= — &y
(/87 = &' a’)® =} k(k + o'y 4 tiep)
(v — 96 =+ k(h+ aa —a"a¥)
(7@ — al'y)® =4 k(k + €8 — gugny | (V)
("€ — 8a)® = — k(k — Yy + ¥y |-
o Ey — 98 =k 4 e - ala’)
T e —ay)t =4kt + 66 — &)
(@€ = 8a)? =—k(k— gy + 99|
Exempli caufla evolutionem primae adfcribimus, ad cujus
infar reliquae facile formabuntur. Aequationes 4, 8, 3 in (I)
fcilicet fuppeditant oo o -
(9o = G52 — (o — & 81 (" ot — QU §') = q! ! at at
- — (! ! — ]") (a’ a’ — k) . ‘\
quae aequatio evoluta protinus iplam primam in (V) fiftit.
' Ex his aequationibus (V) concludimus, valorem k=o in
disquifitione nofira haud admiffibilem effe; hinc enim omnes
novem quantitates &’/ — o/ & ete. neceflario evanescerent, i. e.
coéfficientes & afy a tum ipfis §, &, &+, tum iplis ¢, </, o pro-
portionales evaderent.. Hing etiam, propter aequationem IV,
quantitas ¢ evanescere nequit; quamobrem % neceffario debet
.eﬂ'q quantitas pofitiva, fiquidem omnes coéllicientes g, o, a” etec.
debent elle reales. Combinatis tribus aequationibus primis in (IfI)
cum tribus primis in (V), hae novae prodeunt, quae manifefio.
a valore iplius 4'non evanescente pendent:

ga — a'a e—allat = — k
6e—o8 —gugn = — g |
77’ — gl — vy + X S
- Combinatio reliquarum easdem produceret. His denique adjun-
gimus tres fequentes: . S

(VD) -

€y

A ]

-
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- By — &yt — Gy =o I . >
yo — y'al — y'al’ =o0 (VIL) "
al — a'l — a”f" os .
quae facile ex aequationibus 111 derivantur; e, g. fecunda, quinta

e

et octava [uppeditant: :
eCy —el'y — eb " =k (ya—a y) = ky' (g a—a''y)
. — k' (ya! — ay') =0 -
_ Manifelio hae quoque aequationes ab exclufione valoris k=0
funt dependentes ¥). ' ' ' |
_ Quoniam, ut jam fupra monuimus, . omnes coéfficientes
a, o, @ etc. per eundem factorem multiplicare licet, unde valor
ipﬁﬁs k per quadratum ejusdem factoris multiplicatus prodibit,
abhinc femper fupponemus ' ’ :
k=1 |
quo pacto neceflario quogue erit vel ¢ = 4 1 vel ¢ = — 1.
Patet itaque, novem coéllicientes «, af, a' etc., inter quos fex
/aequationes conditionales adfunt, ad tres quantitates ab invicem
independentes reducibiles elle debere, quod quidem commodillime
per tres angulos fequenti modo eflicitur: ’
' ¢ = cos L tang‘ N
‘= fin L tang N
g =Tlec N

o/ = cos L cos M fec N = fin L fin M

& = fin L cos M fec’N = cos L fin M

¢’ = cos M tang N

a! = cos L fin M lec N == fin L cos M-
€' = fin L fin M [ec N = cos L cos M -
¢! = fin MM tang N . v

_ , ubi .
#) Forfan haud fuperflium erit monere, nos analyfin praecedentem cone
fulto elegiffe, atque alii derivationi relationum 111 — VII praetuliffe,
quae quamgquam aliquantulum elegantior videretur, tamen, accurate”
examinata, quibusdam dubiis obnoxia inventa eft, quae mon fine am-

- bagibus removere licuiffet, ' o -

-
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uhi ﬁgnorum amblguorum fnpeno’ra referuntur ad cafum ¢ = + 1,
mfenora ad caflum g = — 1. Attamen tractatio analytica ad
‘maximam partem elegantius fine ufu horum angulorum ab[olui-

tur. Ceterum haud difficile foret, ﬁgmﬁcauonem geometricam .

tum horum angulbtum, tam reliquarum quantitatum’ auxiliarjum

~ in hac disquilitione occurrenuum aflignare; hanc vero interpre.

tationem ad - 1nﬁxtutum nofirum haud neceflariam lectOrx perito
exphcandam lanmmua

| 4+
' Si jam in expreffione diftantiae ¢ pro cos E et fin E valores
fupra affumti fubfitunntur, illa in hanc formam tranfibit:

xf\G-l-G’cos'I“-l-G" fin T'2-|-2Hcos'1 inT+oH fin T + nH”cosT)

v+ ycos T+ o in T .
ubi coéfficientes a, a’y a'/ etc. ita determinabimus, ut faluns fex

aequanombus condmonahbus

—aa —68 +y vy = 1
—a'a’—§’§’+yty 1
) — a”a”—- g1§//+ 74/741:. Y
=l a? =G = o [:]
— gl — GG + ‘Y”‘Y = o0
—aa =8 &+ g gy = o
adeoque etiam reliquis inde demanantibus, fat
H=o0o,H =0, H' = 0

quo- pacto problema generaliter loquendo erit determinatum.

. - . . . 4
Quodfi itaque denominatorem ipfius o per ¢ denotamus, tranfire

debet functio trium quantitatem ¢, ¢ cos E, ¢t fin E haec
MA.},BBJ,-CC) tt+aa(tcos E)? 4 bb (¢ ﬁnE)’—szaAt tcosE
| — sb Bt tfin E

per [ubftitutionem

-~
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tcosE:a+a‘cbsT+a"ﬁnT
tn E=8 4+ &8 cos T+ §'6in T
t =7+y'cosT+7“finT .

lg ) .~ - - X -
G+G' cos T2 4 G/ fin T® -

Manifefto hoc idem eft, ac f dicas, functionem trium mdetermxo

natarum x, 5, z hanc (W)

aaxx +bbyy 4 (.44-|-BB + €C)zz — 2adxz — sbByz
per fubﬁxtutmnem
X=oau-+4 o uw 4 o' u’
y=08u + & u' 4 & u
2= gu4 o u oy us
in functionem indeterminatarum u, u!, u’’ hane
Guu 4+ G'u'u’ + G u'u :
tranfire debere. At quum ex his formuhs, adjumento aequanon
nom [1] facile fequatur
¥ = —ax —6y + vz,
W= alx 4 'y — gz
W= atm Gy — otz
~manifeflo functio 7 identica efle debebit cumhac -
' Gl-ax- Sy + ./z)z +G’\a'x-l- & ,.,// z)2 4 G/ (a'!x +g//y 7"2)’
“unde habemus fex aequationes’ -
aa=Gaa + G'a’a’ -+ G a' a’
bb= GEE + G'E& 4 G grg
AA+BB+CC= Gyy 4 G'y'y' + G o'y \ o]
bB — GG"Y + G’g"y’ + G GWVII
.aA = GV“ + G“y’a.’ + G”'y”a” .
< o =Guf + G'a'l + G'a”g" )} ‘
"Ex his duodecim aequationibus [1] et [s] incognitas nofiras
G, 6/, G, a, o'y, a’ etc., determinare oportebit.

5
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5.
"E combinatione aequatxonum [1] et [2] facile derivantur
" fequentes:

II

—gac 4 ~yaA = aG
— Ebb 4 ybB = EG |
V(AA-]- BB+ CC) — aad — G'bB:: ¥G
“unde fit porro.

h

_ _Yad
'u_aa-i-_Gm'."”,'[z] |
oo BB
- g':'bb+G....'.[4] v Q
. ' aa 44 bbh BB i
A4 4BB+CC — =G -

aa+ G~ bb+G
- Ultimam fic quoque exhi\ﬁere poffumus
Ad BB - CC.
'aa+G+bb+G+ -&-:l.....-[s] _
Perinde e combinatione aequationum [1] et [s] deducimus
a'aa — y'ad = o' G N
bbb — /6B = §' G’ :
—_— (AA-]—BB-]-—CC) —a'ad C’bB y’Gl
" atque -hinc

. yad
,— e & ¢ 8 4 o e @& o @ & & 9 o 3 o
. T aa—G'" ‘ . tel
y'bB
! — e 00 0 00 0 08 0
g —bbdGl. e & 0 o [7] ) \
AA BB cC

ana—GI-"”bb_Gl_’G‘;:l.ancoo[8]

et protfus fimili modo
sad

aﬂ:aa—-—_G_‘—’"..”...".' -"oooo [9]

B s o
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"N")’”bB . o , \,“
CH — bb_—-—éw‘ @ o o ¢ e o 0 0 0 s 0 e e o 0 [10] T
A4 ' = BB cc i

pp—eyT + Th—gn —gun =1 <[]’
Patet itaque, G, — G’, — G’ elle radices aequationis
AAd BB  cCC :
aa'+:c+bb+_a:+ o Sl [12]
quae rite evoluta ita fe habet
:c3 (4A4+BB+CC-aa- bb) xx4-(aabb - aaBB - aaCC bbA A - bbCC
—aabbCC::o..............[13]

: 6.

Jam de indole hujus ‘aequationis cubicae fequentld’ fus
notanda. : :
1. Ex aequationis termino wltimo — aabbCC concludntur, ear
~ certe habere radicem unam realem, et quidem vel pofitivan
_vel, i C = o, cifrae aequalem. Denotemus hanc radicem rez
( lem nom negativam per g. .
II. Subtrahendo ab aequatione 12, ita exhibita
A4x  BBx
aat= T bbtx

’

+ cc

x =
hanc: \
_ Adg BBg
§=aatreg T ootrg .
et dividendo per x—8g, oritur -wova, duas reliquas ndxces
complectens ’ ’ .
_ aadAd : \bbBB
. T Eatn@ate T F0 Gt
quae rite ordinata et foluta fuppeditat [14] ‘

aadd  bbBB ,
aa+g+bb+—g—aa.——bb |
aadd bbBB 4aabbAABB
=y ((aa—bb— 22 L.
. =¥ ((aa- aa-l\-g"'bb-!-g) +(aa+g)(bb+g)

Haec

‘+ cc

] 2 =
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Haec, eiprefﬁo, quum qt;ahtitas fub ﬁgno'tadiycali natura fua fit
~ pofitiva, vel faltem non negativa, monﬁrat _etiam duas rehquns
radices femper fieri reales,

1L Subtrahendo autem ab invicem, aequauones iftas fic exhibitas
Adgx  BBgx + gCC
E*= Za +x ' bb4x
Adgx BBgx
aa+tg + bb+ -|-
et chvxdendo per & —x, prodit aequatio duas reliquas radmes )
continens in hacce forma:

AAgx BBgx
=@t eeatx T GrraGbte
cui manifeflo, fi g eft quantitas poﬁuva per valorem poﬁuvum

ipfius x [atisfieri nequit. Unde concludimus, aequatnonem nofiram
cubicam radices pofitivas plures quam unam habere non pofle.

gx = + xCC

o

+cc

IV. Quoties itaque o non eft inter radices aequationis nofirae,
+ aderunt necellario radix una pofitiva cum duabus negativis.
Quoties vero C = o, adeoque o una radicum, rehquas com-
plectetur aequatio |

xx — (A4 + BB—aa—bb) x + aabb — aaBB — bbAd = o
unde hae radices exprimegntur per '
-}(AA-}-BB—aa—bb) =S iV’((AA—BB—aa-}- bb)2 + 4AABB)~
Tres calus hic iterum diftinguere oportebit.

Primo fi terminus ultimus aabb — aa BB — bb A4 eft pofi-
tivas (i.e. i punctum attractum in- plano ‘ellipfis attrahentis -
intra curvam jacet), ambae radices, qunum reales elle debeant,
eodem [igno affectae erunt, adeoque quum [himul pofitivae efle

_mequeant, neceffario erunt negativae. Ceterum hoc: etiam inde-
penden-
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pendenter ab iis, quae jam demonﬁrata funt, inde concludx potel

quod coéfficiens medius, quem ita exhibere licet )

bbaA aa 3.
aa + bb

‘(aabb — aa BB — bbAAd) (a—' b) +

manxfeﬁo in hoo cafa fit pofitivus.

" Sccundo, fi terminus ultimus eft uegauvus, five punctun
. attractum in plano elliplis extra curvam fitum, neceflario alter
-.radix pofitiva erit, altera negativa.

' Tertio autem, fi terminus ultimus ipfe evanesceret, Mive
punctum attractum in ipla ellipfis circumferentia ‘jaceret, etiam
‘radix fecunda- fieret = o, atque tertia '

bb 44  aaBB
| == T W
i. e. negativa. Ceterum hunc cafum, -phyfice impoflibilem, et in
quo attractio ipfa infinite magna evaderet, a dxsqunﬁtwne ‘noftra,
. hocoe faltem loco, excludemns.

7
Ad determinandos coéfficientes ¥, ¥, y"/, ex aequationibus
1, 3, 4, 6,7, 9, 10 invenimus :

S
. a }

- e ‘1- _
¢y = py o B [15]
1’((;‘—’ + GG — "V
l

v'l—-
bB

V‘((— G”) + (bb G”) - 1)-'
' + Ex
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! Ex his aequationibus nte cum §, 8, 11 combinatis etiam
- fequitur: E

- — V G -
R I BG .. I
as+ ¢ T 4gyg”+cc
G/ -
v =V—% TG  [16]
. : (aa— G‘) + (bb ) + cc |
G
V=Y G BG"

- “ G”)a + (bb ”)2 + cc J

Hae poﬁenores expreﬂiones oftendunt, nullam quantitatum
G, G/, G negauvam effe pofle, fiquidem ¢, ¢, ¥/  debent elle
reales, -

In cafu itaque eo, ubi non eft C = o, neceflario G aequalis
ftatui debet radici politivae aequationis B, patetque adeo, — G*
aequalem elle debere alteri radici negativae, atque — G/ aequa-'
Iem alteri *); utram vero radicem pro — Gl utram pro — G*
adoptemus, prorfus arbitrarinm erit.

Quoties C = o, punctumque attractum intra curvam'ﬁtum,
duas radices negativas aequationis 13 neceffario pro — G’ et — G*
adoptare, et proin G = o fiatuere oportet. Quoniam vero in

' ‘ " hoc

%) Proprie quidem ex analyfi praecedente tantummodo fequitur, — G/ et — G**
fatisfacere debere aequationi 13, unde dublum effe videtur, anmon
liceat, .utramque — G’ et — G/ eidem radici negativae aequalem

ponere, prorfus neglecta radice tertia. Sed facile perfpicietur, fiqui-
dem aequationis radix fecunda et tertia fint inaequales, ex — G' =— G

fequi » — v/, o/ = o/, B = p, et proin — a’al/ — B/ 3 4

Py = —afal — B/ Bt gty = 1, quod aequationi quartae
in [1] eft contrarium, Coof. quae infra de cafu duarum radicum
aequalium aequationis 13 dicentur, .
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hoc cafu formula. prima in 16 fit indeterminata, formulam -
primam in 15 ejus loco retinebimus, quae fuppeditat . "

Y - A4 BB
: S Y

Quoties autem pro C = o punctum attractum extra ellipfin
jacet, aequationis 13 radix pofitiva Ratuenda eft = G, stque vel
negativa = — G', et G = o, vel radix negativa = — G, et
G\ = o0; coéllicientem ¢!/ vel ¢! vero invepiemius per formulam

A4 BB’ '
Ve T Y | .

Ceterum in cafu jam excluflo, ubi punctum attractum in
ipfa circumferentia ellipfis ftum fupponeretur, coéllicientes y et ¥/,
vel o et 4" evaderent infiniti, quod indicat," transformationem

noftram ad hunc cafam omnino non effe applicabilem.

8.

Quamquam formulae 15, 16 ad determinationem coéflicien-
tium +, ¥, y" fufficere poflent, tamen adhuc elegantiores alk-
goare licet. Ad hunc finem multiplicabimus aequationein [5] per
aabb — GG, unde prodit, levi reductione facta,. '

aa/lA(bb-l-C_}_) bbBB(aa-l—_@ ' aabbCC )
ey 0T Tye TBEOT e

. =aabb =~ GG .
Se&\e,namta aequationis cubicae fit -
fumma radicum G—G'— G = AA+ BB+ CC—aa—bb

- productum radicam G G' G = aabbCC ~ '

Hinc aequatio praecedens tranfit in fequentem:

AApb+G)  bbBB(aat+G) .., - o
. aa aa’:(l_(.;. )+ bb(-:zv +G'G”—G(G-G’-G"’-l-ap—{‘-bb)v'

= -aabb= GG : -
T ’ quam
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quain etiam fic exhibere licet '
aaAA (bb+ G) bb BB (aa + G)
it TG — @t O)6h+ 6
(G+ Gy (G+GY = o | -
) Hmc valor couﬂnclentls o e formula prima in [15] transmutatur
in fequentem:
(aa + G) (bb+(') [17]
(GFG (GG " T
Per analyfin prorfus fimilem. invenitur . ,
(aa — (1) (bb — @GY)
' t = e o o o0
- TEYGT o @6 nel
) , (aa— G") (bb — G")
?”_‘/(G_i_.all) (G’—G”). oo o 0 [19]
Poltquam coéflicientes ¢, o, o/ inventi [unt, reliqui «, &,
o'y &, «', &' inde per formulas 3, 4, 6, 7, 9, 10 deriv(abuniur.

9.
Signa exprefionum radicalium, per quas ¢, ¢/, ¢ determi.
" navimus, ad lubitum accipi pofle facile perlpicitur. Operae au-
tem pretium elt, inquirere, quomodo fignum quantitatis ¢ cum
fignis iftis nexum fit. Ad hunc finem confideremus aequationem
tertiam in ILl art. 3. ' :
ey =a'l— &
quae per formulas 6, 7, 9, 10 transmutatur in hanc: E
ab AB g 7" - ab AB < "
(aa — G)(bb—=G") ~ (aa — G") (bb— G’)
_ ab(aa — bb) A D (G'"— G') 'y
~ (aa — G’) (aa— G') (bb— G') (bb— G")
Sed e conideratione aequationis 13 facile deducimus
(aa + G) (aa — G') (aa — Q') = aa (aa — bb) AA
(bb + G) (bb — G') (bb— G*") = — bb (aa — bb) BB
| . c Hinc -
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Hinc aequatio praecedens fit
T aa G (B + §) (G — G o
tY = ab (aa — bb) 4B

quae combinata cum aequatione 17 fuppeditat.
gt " e¢ab (aa — bb) AB _
VYOI = (G+ G)(GF GY) (G'— G)

Hinc patet, i pro — G’ electa fit aequationis cubicae radi:
negéliva abfolute major, fimulgue coéflicientes <, !, o/ omnes
politive accepti fint, ¢ idem fignum nancisci, quod habet 45,
idemque evenire, fi his qnatuor conditionibus, vel omnibus vel
duabus ex iplis, contraria acta fint, oppofitum vero, f uni vel
tribus conditionibus adverfatus fueris. - Ceterum fequentes adhuc
relationes notare convenit, e praecedentibus facile derivandas:

‘ caab.4 4B
aalal = - ;
. (G+ @) (G + @) (G'—G)
CLIEN = — ¢abb4BB B
- (G+ @) (G+ @) aE'—a")
abAdB
8= @re (ETan o
y ab.4B
a8l = —
(G+ @) (G'—G)
= abdB
- @+ a1 (GE—-GY)

10.

Formulae noftrae quibusdam cafibus indeterminatae Reri
poffunt, quos feorfim confiderare 6portet. 'Ac primo quidem
discutiemus calum eum, ubi acquationis cubicae radices negati-
vae — G, — G/ aequales fiunt, unde, per formulas 1§, 19,
redllicientes o, '/ valores infinitos nanclscl videntur, qui autem

cevera funt indeterminati, .
) Sta-
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Statuendo in formula 14, g = G, patet, ut dgo valores ip-
fius x, i.e. ut — G’ et — G’ fiant aequales, necellario efle debere
- * aadd bb BB
.AB'= o,aa—bb—mﬁ + Zb—"l‘T;=°
Hinc facile intelligitur, quum aa — bb natura fua fit vel’
quanmas poﬁuva vel = o, efle debere
B=o"

aaAdt a‘add
aa—bb_ five aa+G—aa_E

2a+ G’
Subftituendo hos valores in aequatione 14, fit
G =G"=1bb
Subftituendo porro valorem x = b) in aequatione cubica 13, prodit
(aa—bb) (CC 4 bb) = bbb AA
Quoties haec aequatio conditionalis fimul cum aequatione B = o
locum habet, cafus, quem hic tractamus, adducitur. Et quum fiat
aa 44 aaCC
G=a—55 %= 15
formula 17 fuppeditat
anbb AA4 _ .[aaCC-+aabb
v =. V‘(aa — bb) (aaCC 4 b6%) — ° aaCCHb%
ac dein formulae 3, 4
_ Y (aa—=0b) . ybbA bb(aa — bb)
ad a(CC+ W) = Y aaCCH be
bs A4
v (CC T bb) (aa CC F 59

o €=o0

Valores coéfficientium ¢/, ¢/ per formulas 18, 19 in hoc
calu indeterminati manent, atque fic etiam valores coéflicientium
reliquorum o', &, o', &Y. Nihilominus per unum "horum coéfhi-

- Ca cien-
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cientium omnes quingue reliqui exprimi poffunt, e.g. fit p

formulam 6 - L : , X
o; viad ' 4 -

® = aa—0bb

~

. ac dein

=V —da + 99, ¥'=V(yy — 1 — 9
i
"= Za :bb' "= (2 — q' gt ).
Sed concinnips hoc ita perficitur, Ex : :
© wYTaitag,ad=yyhr=alal F O — gy
Jfequitur 1 : ‘ :

vy ',Y‘YV'V’
) o) * < < - /:‘l i i —
g g ot y « qu’ t

Quapropter flatuere pollumus
C=cosf,y=afinfia’=wyfinf
Dein vero e formulis ea” = o/ — o &, ¢ = Yo — o
ey’ =6a’"— ab’ ec =1 invenimus :
' a' = —cyg cos f, & = ¢ fn f, 9/ = ¢ cos f
Valor anguli f hic arbitrarius eft, nec non pro lubitu fiatni pote
rit vel e =4 1 vel g = — 3.

, 1I. .

_ St G/, G” [unt inaequales, valores coéfficientium % ¥ ¥
per formulas 17, 18, 19 indeterminati efle nequeunt, fed quoties
aliqua quantitatum aa — G/, bb — G', aa — G*', bb — G eva-
nescit, valor coéflicientis o/ &, %, y* 'per formulam 6, 7, 9y 10
refp. indeterminatus manere primo afpectu videtur,"quod tamen
[ceus [e habere levis attentio docebit. '

Supponumus e. g., efle aa = G’ == o, fetque, per sequs-
tionem 18, ¢/ = o, nec non per aeyuationem 7, & = o (Gqui-
dem non fuerit imul ae="5b), unde necellario efle debet ¢'==1.

i
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_8i vero fimul aa = 5, formula, guae praecedit fextam in art. 3,
fuppeditat o’ 4 + & B = o, quae aequauo cum o' a' + &6 =1
]uncta, producit . , ‘
B — B
= IS = Tt I

Hae exprefliones manifeRo indeterminatae efle nequeunt
nifi fimul fuerit £'=0, B = 0; tunc vero ad cafum in art.
praec. jam confideratum delaberemur.

12.

Pofiquam duodecim quantitates G, G/, G, «, a’, o', & &, &,
%, ¥'s ¢’ complete determinare docuimus, ad evolutionem diffe~
rentialis d E progredimur. Statuamus

t::y-i—y'cds T+ 9“6GoT......[s0]
ita ut fiat 4
tcos E=a+a’cos T+ a fin T... [21]
‘ tﬁnE..C-}- &’ cos T-|— § finT..,. [22]
Hinc deducimus
tdE —=—cosEd.tinE — GnEd. tcos E i
=cosE(§“cosT—¢& inT) dT— GnE (a*cos T—a/ Ao T)dT
"adeoque
ttd E =(af' - af")cos Td T+(a'€ G" a)fn TdT 4 (a! 8/~ 'af")dT
= ey’cos TdT + ey lin TdT+eydT_ etdT
five .
tLdE = edT.....0c0vveeoe.o. [23]

Obfervare convenit, quantitatem ¢ natura fua femper polfiti-
vam efle, i coéfficiens ¢ fit pofitivus, vel [emper negativam, fi ]
o Bt negativus, Quum enim ft (y’ cos T + ¢/ fin T)* 4
(v cos T — o' fin T)2 = ¢/ o 4 ¢! = oy — 1, erit fem-
per ' cos T 4 «" fin T, fine refpectn figni, minor quam <.

Hinc concludimus, quoties ey Gt quantitas pofitiva, variabiles
E
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E et T femper fimul crescere; quoties autem gy fit quantit.
negativa, neceflario alteram variabilem [emper decrescere, du:
altera augeatur,

13.
Nexus inter variabiles E et T' adhuc melius illufiratur  pe
ratiocinia lequentia, Statuendo v'(yy — 1) = 4, ita ut fiat JJ =
a+.86 = ' ¢! + ¢! ¢!, ex aequationibus 20, 21, 22 deducimu:
:(A‘+ acosE4 CAnE)y—=¢ 4+ ace + 85+ (v S+ aat + 88%) cos 2
: + (‘)’“3"' aa' +g€l/) in T
= (7 + & O+ o cos T4 fin )

Perinde ex aequationibus 21, 22 fequitur
t (¢ fin E— §cos Ey=¢ (¥ fin T = ¢ cos T)
Hae aequatiohes, Ratuendo

i / oyl i
%-_—.cos L, %:ﬁn L, %\- = cos M,_‘%-Izﬁn_M

nanciscuntur formam fequentem:
b (1 + cos (E—L)) = (y + 8) (t + cos (T —m))
t in (E— L) =¢ fin (T — M)

unde fit per divifionem, propter (y -+ ) (y =23 =1,

. tang L (E—L)=¢(y—2) tang } (T — M)
tang § (I'— M) = ¢ (y + J) tang } (E — L)

Hinc non folum eadem conclufio derivatur, ad quam in fine
art. praec. deducti fumus, fed infuper etiam patet, L wvalor ipfius
E crescat 360 gradibus, valorem ipfinus 7" tantundem wvel crescere
vel diminui, prout gy fit vel quantitas pofitiva vel negativa.
Ceterum [tatuendo § = tang IV, ¢ = fec N, manifefto erit

y—d=tag (45°— § N), y.+ & = tang (45° + { N)

14
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] L 14
E combinatione aequationum g0, 21, 23 cum aequationibus
art. 5§ obtinemus: ) '
at(d—acosE)=aG=—a'G' cos T — a'”G" fin T
bt(B—bhAin EY=8G@ — &G cos T — §" Q" in T
Statuendo itaque brevitatis gratia

(¢G-a' G’ cos T-a G Bn T) (y-€ ¢ + (y'~e ') co8 T (9"~ 2'*) in T)

=aX
(5G-8'G' cosT-8" G AnT) (y-ea+(y'-ea’ycos T4 (9~ ea’’) inT)
T =bY )
Cly+7y' cosT+9% BnT) (y-ea +(y'-ea’) cosT+- (y'-ea’ inT)

=Z
fir S

jp EXAT . YdT . ¢ZaT
Ej— amedgs’ N = amtsgs’ §= TrE

Sed habetur

to == V(G + G’ cos T2 4 G” fin T?)
figno fuperiori vel inferior1 valente, prout ¢ eft quantitas pofitiva
vel negativa (p enim natura fua femper pofitive accipitur), i. e.
prout coéfliciens  elt politivus vel negativus. Hine

- edT aT :

8w’ T 7 g7 (G+ G’ cos T2 + G fin T2)}

ubi fignum ambigunm a figno guantitatis y ¢ pendet.

it

Ut jam valores ipfarum £, #, ¢ obtineamus, integrationes
differentialium exfequi oportet, a valore ipfius T, cui refpondet
E = o, usque ad valorem, cui refpondet E = 360°, five etiam
(quod manifelio eodem redit) a valore ipfius T cui refpondet
valor arbitrarius ipfinus E, usque ad valorem, cui refpondet valor
_iplius E auctus 360%9; licebit itaque integrare a'T = o usque ad
- T = 360°, quoties ¢y eft quantitas pofitiva, vel a T’ = 360°
usque
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usque ad T" = o quoties ¢ 7y eft ‘negativa, Manifefto itague, i
dependenter a figno lpﬁus gy, erit:

L . xaT
L E= am (G + G’ cos T?* + G" fin T2 .
Yydr
"= Jaon (G+ G' cos I'2 4 G fin T2)}
ZaT

= 27 (G + G’ cos T? 4 G hin T2)3

- integrationibus a T = o usque ad 7" = 360° extenfis.

IS.

Nullo negotio perfpicitur, integralia

cos TdT
ﬁb+ G'cos 1* + G fin T2)}

Gn I°d T
ﬁG+G' cos I'3+4 G fin T'%)3

. cos T in T'd T
ﬁG 4+ G? cos T2+ G fin T?)}
aT = 180° usque ad 7" = 360° extenfa obtinere valores aequa-
les iis, quos manciscantur, i a T = o usque ad 7T = 180° ex-
tendantur, fed fignis oppolfitis affectos; quapropter ifta intevrfalia
a T = o usque ad T = 360° extenfa manifefio fiunt = o.
Hinc colligimus, efle ] .
((y-ec) a G-(% ‘—ea’)a!GlcosT? - (7”-ea”)u”G” fin T’)dT
&= swa(G+ G’ cos o3 T2+ G [in T?)3
_[(y-ea)8G-(y'-ea’)§'G' cosT?~(y""-ea')§"'G" En T?)dT
_:/ _ anb(G+ G'cos T*+ G fin T?)}
((y-ee)y+ (¥ ea’)y’ cos T? + (y"/-ea’)y* fin T?)Cd 1
$= 2w (G + G/cos T2 + G“ fin T2)}

integra-
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'mtegrahbus a T= o usque ad T = 360° extenfis. Quodfi ita.
que valores mtegralmm, eadem extenfione acceptorum,

- f cos T2 dT
s7((G + G') cos T2 + (G + G) fin T’)%

fin T2 d T
‘/:w((G-l- G')cos T? + (G4 G”) in T?)3
- per P, O denotamus, erit
af=((y—eax)a G—(y — ea’ha! G) P +
((‘}'—eu) “G, (,yu _ea//) al! Gu) {)
by =y —eat) G —(y/ —ea!) 5GP +
((7 —ea) G — (:)II — qa//) Cre G”) Q
$=Wy—ea)y + (¥ —ea’)y") CP +
((y—ea)y+ (" —ea’) ') CQ

quo pacto problema noftrum complete folutum eft.

16.

Quod attinet ad qunnutntes P, O, manifelto quidem utra.
. que fit

1
2(G + Gt
quoties G’ = G/, in omnibus vero reliquis calibus ad transscen-
dentes funt referendae. Quas quomodo per feries exprimere liceat,
abunde conftat. Lectoribus autem gratum fore fperamus, i hacce °
occafione'determinationem harum aliarumque transscendentium per
algorithmum peculiarem expeditilimum explicemus, quo per
. multos jam abhinc annos frequenter ufi [umus, et de quo alio
loco copiofins agere propofitum elt.

Sint m, n duae quantitates pofitivae, [tatuamusque

m' = I(mn + n),n = vVmn - » .
D L ita .
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ita~ut w, n/ refp. fit medium arithmeticum et geometricum inter
m et n. Medium geometricum l'emper poﬁuve accipi fuppone-
m' = } (m'+ n'), n” = V‘ m! n’
m — l’ (m! 4 n”) n" = v'm' n¥
et fic porro, quo pacto feriesm, m’, m'/, m" etc., atquén, n’,n’',n’'’ etc.
verfus limitem communem rapidiffime convergent, quem per u
defignabimus, atque fimpliciter edium arithmetico- geometricum

. . 3 . l
inter m et n vocabimus. Jam denofirabimus, — efle valorem
' K

integralis ’ . .

aT o
f;vr\/'(mm co8 T2 4 nn fin Iz) . -

a T = o usque ad T = 360° extenfi.

DemonsTR. Supponamus, variabilem T ita per aliam TV
. exprimi, ut fiat
, - em fin T*
fin T = , —
(m 4 n)cos T'2 4- am fin 7%
perfpicieturque facile, dum 77 a valore o usque ad go°, 1g0®,
270°, 360° augeatur, etiam T (etli inaequalibus intervallis) a o -
usque ad go°, 180°, 270% 360° crescere. Evolutione antem rite
facta, invenitur effe . L '
| aT - ar |
V(i cos T? + nn fin T2) ™ v (n‘m’ cos T'2 + n'n’ fin I'3)
~adeoque valores integralium ' .

_ aT . - a7 ’
“Jemwv(mmcos T2+nnlinT?)’ J anwv.(in/ m’ cos T2+ n'n'inT'2)
ﬁ umusque variabilis a valore o usque ad valorem 360° exten-
‘ditur
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ditur, inter fe aequales. Et quum perinde ulterius continuare
liceat, patet, his valoribus etiam sequalem efle valorem integralis

do
'ﬂwf(#y c0s ©% 4 up fin ©*)

a ® = o vsque ad @ = 360°, qui manifefto fit =

(N

. Q.E.D.

RICE

17. .
Ex aequauone, rclationem inter T et T’ exhihente, '
(m—n) in T. fin T2 = em fin I'— (n 4 n) fin T
. facile deducitur
¥ (mm cos T2 + nn fin T?) = m — (m—n) fin T. fin T
V' (' m! cos b & + n‘n’ fin IT¥?) = m cotang T, tang T
atque hinc, ad]umenlo ejusdem aequationis, -

’ﬁn T. fin T'. v'(1nm cos T2 4 nn fin T2) 4~/ (cos T" —fin T’)—-
cos T\ cos TV. V' (m'm! cos T'* + ntn’ fin TV2) — L (m —n) fin T+?

Multiplicata hac aequatione per :
' 4T N 44

¥ (nincos T? 4 nn fin T?) = (' cos T'® -]— n’n’ Iin T2)
prodit .
m’ (cos T2 —-finT?)dT I(me=n)inT/2dT .

¥ (mm cos T% + nn hin T“) vV (n'mi cos T2 + n/n’ lin 72)
+ d. fin T’ cos. T" \

Mulnphcando hanc aequauonem per m:n , . fubfiituendo

- m'(m—n)=Y(mm=—mnn), (n— n)2 4 (/! — n’n’) ﬁn T =
3 — §(cos 7% — fin T'?), et integrando, a valoribus T’et 7"=o0
usque ad 360°, habemus;

- Da | (mm -
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(cos T2 — fin 72). dT x.,_ ,c(m’m'v-— n’s
swV(nmeosZ® + nn fin T2) ~ 1 |

(cos T2 — fin T¥2)d 7V
sy (n'm’cos I'? + n'n’ fin T2

(m me=n n)

+‘ 2 (m'm! — h’n')
Et quum integrale definitum ad deéxtram perinde transformar
liceat, manifefto integrale

T A (cosT? — BnT2)d T
./:71' V (num cos T 4 nn fin T2)

exprimetur per feriem infinitam citiime convergentem °

Q ("l,"l’— 71’"') + 4("1””1” II " ) + 8 (”l'""l”’ " m ) + etc. - 1
—— —_— ——,

(mm—nn) u v

-

Calculus numericus commodiflime per ’logatithm’o's, perficitur, G
ftatnimus

1 /(- nn) =N, 1V (m‘m-n'n’) =\!, $ V' (in"m" - n”n"’) = A" etc.

.unde erit

S AA XA AL
A= — "= = A = i et atque

N A + 4NN+ AN 4 ete. - -
V= ) AA '

) 18.
~ Per’ methodum hic explicatam etiam integralia indefinita (a
valore variabilis'= o inchoantia) maxima concinuitate allignare
licet. Scilicet, R 7'#/ perinde per m',n/, T determinari [upponi-
tur, uti 7 per m, n, T, ac perinde rurfus T/ per mi‘, n, T
et fic porro, etiam pro quovis valore determmato ipfius T, va-
lores
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" lores terminoram ferie T, T°, T¥, T” etc, ad Jmitem O citilime
convergent, eritque .

v - 47T _

¥ (mm cos T? 4 nn fin T2) — p

(cos T? —fin T2)d T y@

\/'(mm cos 7' 4+ nn fin T*) n
AcosTfinT'42a)"cosT inT" 4\ cosT" AinT"” -|—etc.

AN

Sed haec obiter hic addigitavifle fufficiat, quum ad inftitu-
tum noftrum non fint neceffaria.

1®

1. . N

Quodfi jam fatuimus m = v'(G+ G/), n =V (G + G"), ‘

valores quanmatum p, Q0 facnle ad transscendentes u, v reducen=
tur. Qnum enim P, Q fint valores integralium .

cos T2dT finT2dT .
/;f(mm cos T2 -|- nn in I2)3" ./;w(mm cosT? + nn Gn T%;%
a T = o usque ad T = 360° extenforum, primo ftatim obvmm
eft, haberi ‘ «

-

- mmP 4 nnQ = ‘...’.....[94]

]
, r®
Porro fit
. (cos T2 = finT2)d T (mm éos T'? — nn fin T2)d T
gV (nm cosT? + nn fin T?) g7 (mm cosT'? 4 nn ﬂn T’),

- _(mmcosT+ — nn ﬁnT‘)dT

qr(mm cos 7’2 +nn [n T7)3
—a cos ThinT
wV (nm cos T? + nn fin T'*')

Inte-
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Integrando hanc pequationem a 7' == o usque ad 7' = 3602,
prodit '

-— :’-;4-;- mmP —nnQ =o0 ... [s5] .

E combinatione aequationim g4, 25 denique colligimus
1 4 v 1=—p

T smmp'® T snny’
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T HE 0 r. I A
COMBI'\IAT[ONIS OBSERVATIONUM
ERRORIBUS MINIMIS OBNOXIAE. ‘

AUCTORE

CABOLO FB[DEBICQ GAUSS

" PARS PRIOR. 4
SOCIETAT! REGIAB’ EXHIBITA FEBR. 15, 1821.

. L

Quantacunque cura inftituantur obferuationes, rerum natura- .
lium magnjtudinem fpectantes, [emper tamen erroribus maioribus
~minoribusue obnoxiae manent. Errores obferuationum plerum-
que non funt fimplices, fed e pluribus fontibus fimul originem
trahunt: horum fontium duas fpecies probe difiinguere oportet.
- Quaedam errorum cauflae ita funt comparatae, vt ipfarum ef-
fectus in qualibet obferuatione a circumltantiis variabilibus pen-
- deat, inter quas et ipfam obferuationem nullus nexus eflentialis
concipitur: errores binc oriundi irregulares feu fortuiti vocantur,
quatenusque illae circumfiantiae calculo [ubiici nequeunt, idem
etiam de erroribus ipfis valet. Tales funt- errores ab imper-
fectione fenfuum prouenientes, mec non a cauflis extraneis irre-
gulanbus, e. g. a motu tremulo aeris vifum tantillum mrbanto, ‘
plura quoque vitia inftrumentorum vel optimorum huc trahenda
[unt, e. g. alperitas partis interioris libellularum, defectus firmie-
; ) A
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tatis abfolutae etc. Contra adliae errorum cauflae in omnibus
obferuationibus ad idem genus relatis natura [(ua eﬁe:tunm vel
abfolute conftantem exferunt, vel faltem talem, cuius magnitudo
fecundum legem determinatam vnice a eircumftantiis, quae tam-
quam ell'enuahter cum obleruatione hexae - fpectantur, pendet.
Huiusmodi errores confiantes feu regnlares appellantur, ,

Ceterum perfpicuum elt, hanc dlﬁynctnopexn .qugdammodo
relatiuam efle, et a fenfu latioii vel arctiori, quo notio obfer-
. vationum ad idem genmus pertinentium accipitur, pendere. E g
vitia irregularia in diuifione mltmmentorum ad angulos thenl'u-
randos errorem conftantem producunt, quoties tantummodo de
obferuatipne anguli determinati- indefinite repetenda fermo elft,
fiquidem hic femper eaedem diuifiones vitiofae qdhibentur: con-
tra error ex illo fonte oriundus tamquam fortuitus [pectari
potelt, quoties indefinite de angulis cuiusuis magnitudinis men-
furandis agitur, liquidem tabula quantitatem erroris in fingulis
diuifionibus exhibens non adelt,

2. )

‘Errorum regularium conﬁder«tno propne ab infiituto nofiro
excluditur. Scilicet obleruatoris elt, onines cauflas, quae erro-
res conftantes producere valent, fedulo mueftngare, et vel amo-
vere, vel faltem earum rationem et magmmdmem fummo fudio
'jperfcrutan, vt effectus in quauis’ obferuatione delermmata as-
fignari, adeoque haec ab illo -liberari'poffit,’

quo pacto res €<
-dem redit, ac i error omnino non affuiffet.

Longe vero dmerfa -
eft ratio errorum n'regulanum qui natura ‘fua éaloulo fubucn

nequeunt. Hos itaque in obleruationibus quidem tolerare, fed
eorum effectum in quantitates éx obferuationibus derluandas per
fcitam harum combinationem quantumr fieri poteli* extenunare

‘oportet. Cui argumento gramfﬁmo fcquentcs dxsqmﬁuoneg di-
catae funt.
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_ Errores - obféruationum ad idem genus pertinentium, qui
s caufla fimplici determinata oriuntur, per rei naturam certis
limitibus [unt circumlcripti, quos fine dubio exacte aflignare L.
ceret, f indoles ipfius caullae pgm'tus effet perfpecta. Pleraeque
errorum fortuitorum cauflae ita [unt comparatae, wt fecundum
legém continuitatis omnes errores intra iftos limites comprehenfi’
pro poflibilibas haberi debeant, perfectaque cauflae cognitio
etiam doceret, vtrum omnes hi errores aequali facilitate gaue
deant an inaequali, et quanta probabilitas relatiua, in calu po.
* Reriori, cuiuis errori tribuenda fit. Eadem etiam refpectu- erro-
ris totalis, e pluribus erroribus LAmplicibus conflati, valebunt,
puta inclufus erit certis limitibus, (quorum alter aequalis erit
aggregato omnium’limitun, fuperiorum partialium, alter_aggre-
'gato'omnium limitum inferiorum); omnes errores intra hos li’
mites poflibiles ‘quidem erunt, fed prout quisque infinitis modis
diuerfis ex erroribus partialibus componi potelt, qui ipi magis
minusue probabiles {unt, alii maiorem, alii minorem facilitatem'
tribuere debebimus, eruique poterit lex probabilitatis relatiuae,
fi leges errorum Gmplicium cognitae fopponuntur, faluis difficul-
tatibus analyticis in colligendis omnibus combinationibus. '

Ex(tant vtique qua¢dam errorum cauflae, quae errores non
fecundum legem continuitatis progredientes, fed discretos tantum,
producere poflunt, qualed fant ‘ervores dinifionis infirumentorum,
(fiquidem illos erropibus fortuitis annumerare placet): diuiionum
enim multitudo in quouis infirumento determinato eft finita. Ma-
aifefio autem, hoc non obftante, i modo non omnes errorum
cauflae errores discretos producant, complexus omnium errorum
totalium. poflibilium conftituet feriem fecundum. legem comtinui-
tatis progredientem, fiue plures eiusmodi feries intenupfas, G
forte, omnibus erroribus discretis poffibilibus fecundum magoi.
tudinem ordinatis, vna alteraue differentia inter binos terminos

Asg
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proximos maior euadat, quam differentia inter limites errorum
totaliim, quatenus e folis erroribus continuis demanant. Sed
in praxi cafus pofterior vix vmquam locum habebit, nifi divifie

vitiis craflioribus laboret, - ' e

‘ .
. 4. i
Deﬁgnando facilitatem relatiuam erroris totahs %, in deter-
minato obferuationum genere, per characterifticam @x,,hoc,
_ propter errorum continuitatem, ita mtellngendum erit, probabi.
litatem erroris inter limjtes infinite proximos x %t x + dx eflle =
@x.dx. Vix, ac ne vix quidem, vmqua)ni in praxi poffibile
erit, hanc functionem a priori aflignare: nibilominus plura ge-
neralia eam fpectantia fiabiliri poffunt, quae deincebs profere-
mus. Obuium eft, functionem @x eatenus ad functiones discon-
tinuas referendam efle, quod pro omnibus valoribus ipfius =,
extra limites errorum poffibilium iacentibus efle debet = o; intra
hos limites vero vbiyue valorem pofitiuum nanciscetur (omit-
tendo cafum, de quo in fine art. praec. locuti fumus). In ple-
risque cafibus erroreavpoﬁtiuos et negatiuos eiusdemn mgén'itudi_nis/
“aeque faciles fupponere licebit, quo pacto erit @ (—x) = P=.
Porro quum erroreg leuiores fgcxlms committantur quam gra-
viores, plerumque valor iplius Qx. erit maxlmua pro x=o, con-
tinuoque decrelcet, dum x augetur,

Generaliter autem valor. integralis f @m:d B, ab D= a vsque
4d x=>b extenfi exprimet - probabilitatera, !.quod error. aliguis

nondum ‘cognitus iaceat inter limites a et:b. , Valor naqun iftius

integralis -8 limite inferiori omnium erxrorum poflibilium vique
ad. limitem [uperiorem extcnfli femper erit. = 1. ‘Et quum Qx
pro omnibus valoribus ipfius % extra. hos limites iacentibus. fem-
pbr fit = o, manifelto etiam:: . .

" 'palor integralis [Qx.dx alr x = — b Ysque ad x— + ® ex-
tenft femper fit =1.

~

D)
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: ) Do g
- Confideremus porro integrale [x@x.dx inter eosdem. limi-
"tes, cuius valorem ftatuemus —=A. Si omnes errorum cauflae fim.
plices ita funt cemparatae, ‘vt nulla adfit ratio, cur errorum
aequalinm fed [fignis oppolitis affectorum: alter facilius produca-
. tur quam alter,. hoc etiam refpectu erroris totalis valebit, fiue
erit O(—x) = Px, et proin neceflario k=o0. Hinc colligimus,
quoties k non euanelcat fed e.g. fit quantitas pofitiua, necella-
vio adefle debere vnam.alteramue errorum cauflam, q'u'ae vel
errores pofitiuos tantum producere pollit, vel certe pofitiuos fa-
cilius quam negatiuos. Haecce quantitas %, Quae reuera e¢ft me-
) dium omnium -errorum’ poflibilium, fea valor medias ipfius x,
commode dici potelt :erroris pars conftans. Ceterum facile gro-
bari poteft, partem confiantem erroris totalis aequalem efle ag-
gregato partium conftantium,. quas continent errores e Lrgulis
cauflis fimpiicibus -prodeuntes. Quodfi quantitas k nota [upponi-
tur, a quauis obferuatione refecatur, errorque obferuationis ita
correctae. defignatur per x, ipfiusque probabilitas per @'«’, erit
x'=x — k, Q'a{=Qx acproin jx’@'m’;dm’:f&:@x.dx—fk@x‘.dz
=k— k=0, iJe.. errores qbleruationum correctarum partem con-
fiantem non habebunt, quod et per fe clarum eft. ‘

. - 6.

Perinde vt integrale [x(Qx.dx, feu valor medius ipfius =,
erroris ‘conflantis vel tabfenuam vel praefentxam et magnitudi-
neni ‘docet, integrale.: . oo ' SR

S . fraQm.dx e :
ab xz — o vsque ad x =+ oxtenfum (fen valor medius qua-
drati ox) aptillimum videtur ad incertitudinem obferuationum in
genery definiendam et dimetiendam, ita vt e duobus obferua-
tionum fyfiematibus, .quae quoad errorum facilitatem inter fe

differunt,: eae praccifione pracftare cenfeantur, in quibus inte-



-’

6  CARQL: FRIDERIC, GAUSHr: v =~

grale fx2Qx.dx valorem minerem obtinet. .Quodfi quis ha
rationem pro arbitrio, nulla cogenté necelfitate, electam e
obiiciat, lubenter aflentiemur. Quippe-quaellio haec per rei r
turam aliquid vagi implicat, quod limitibus circumfcribi n
per principium aliquatenus. arbitrarium mnequit. = Determinat
" alicuius quantitatis per obleruationem - errori maiéri .minorit
obnoxiam, haud inepte comparatur ludo, in quo folae iactura
lucra” nulla, dum quilibet error metuendus. iacturae affinis el
Talis ludi dispendium aeflimatur e iactura probabili, puta e
aggregato productorum fingularum iacturarum, pollibilium in pro
babilitates relpectiuas. Quantae vero iactugae quemlibet obferua
tionis errorem aequiparare conueniat, peutiquam pér fe clarun
eft; quin potius haec determinatio aliqua ex parte ab arbitric
nofiro pendet. = Tacturam ipfi errori aequalem [tatuere manifelio
non licet; fi enim errores pofitiui pro iacturis accipexentur, ne-
‘gatiui lucra repraelentare decberent, Magnitudo . iacturae potius
p;r talem erroris functionem exprimi . debet, quaé matura fua
femper fit pofitiua. Qualium fuoctionum quum varietas fit in-
finita, fmplicifima, quae hac proprietate gaudet, prae ceteris
eligenda videtur, quae absque lite elt quadratum: boc pacto prin-
cipium fupra prolatym prodit. R T

Ill. Laplace fimili quidem modo rem confiderauit, fed er-
rorem ipfum femper politiue acceptum .tamquam iacturae men.
furam adoptauit. At ni fallimur baecté .ratie [sltem non minus
arbitraria eft quam noftra: vtrum enim error - duplex aeque tole-
rabilis putetur quam fimplex bis repetitus, an aegrius, et proia
vtrum magis conueniat, errori duplici momentum duplex ten-
tum, an maius, tribuere, quaeltio eft neque per fe clare, neque
demonlirationibag mathematicis decidenda, fed. libero tantim
arbitrio remittenda. Praeterea negari mom potelt, ilta rations
continuitatem laedi: et propter hanc ipfam cauflam modus ille
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tractationi analyticae 'magis refragatur, dum ea, ad quae -
- principium nofirum perducit, mira tum fimplicitate tum gene-

xalitate . cnmmendamnr. Co » - SRS

7 . ;

" 'Statuendo valorem integralis SxxPx.dx ab x=— 0 vs-
que ad x =+ o extenli =wmm, quamitétem m vocabimus erro-
rem mediun metuaudum, fiue Gmpliciter errorem mediumn obfel'-
vationum, quarum errores indefiniti x habent prababilitatem re-
lauuam OF 8 " Denominationem illam non ad obfetuauones im.
mediatas lnmtabxmus, fed etiam ad de!ermmatxoues qualescun-
que ex obferuationibus derivatas extendemns. Probe autem ca-
" wendum eft, ne error medius confundatur cum medio arithme-
tico omnium errorym, de quo in art. 5. locuti fumus. , -

" Vbi plura obfernationum genera, fer plures detérminationes -
ex obferuationibus petitae, quibus haud eadem praecilio conce=
denda elt, ¢ omparantur, pondus earum relatiuum nobxs erit quan-
titas 1pﬁ min recxprore proporuonahs. dum pracaﬁo ﬁmphcxter
npﬁ m reciproce proportionalis habetur. Quo igitur pondus per
numerum exprimi pollit, poridus certi obferuauonum genens pro
vnitate acceptum effe debet. ) '

. 8
Sn ‘obferuauonum errores’ partem ‘conftaritem.im »licant, hanc
aunferendo er: or medius minuitur, pondus et praectho gugentur.
Retinendo figna art. 5, defignandoque per m’ .esrorem medium
.obferuationum correctarum, erit
wn :.—.fngo'.c . dx._f(a:--k) Px ﬂa: = [zxQx.dx
—sk/xPx.dx4kk[Qx dx=mm — 2 hk 4 hk=mm— kk.
S3 autem loco partis confiantis’ veri k quantitas alia- 2 ab obfer-
{ationibus ablata effet, quadramm ertoris medit noui euaderet

—nm — okl + U=m'm' +(1-k)%

7
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. Denotante A coéfficientem determinatum, atque u valorer
integralis [Qx.dx ab x=—Am vsque ad x= A, -erit ,
probabilitas, quod error alicuius obferuationis fit minor quac
.Am (fine refpecw figni}, nec non 1 -y probabilitas errons maio
ris quam Am. ~ Si itaque valor =4} refpondet valon Am= 0
error aeque facile infra p quam fupra p cadere poteft, quocnrca‘
commode dici potelt error probabilis, Relatio quantitatum 2, ,
mamfeﬁo pendet ab indole funcuoms Px, quae plerumque in
mgmta ‘eft. Operae itaque pretium erit, lftam relationem \pro
* quibusdam cafibus fpecialibus propius conﬁderare. L

* L. Si limites omnium errorum poffibilinm font —a et -} q,
omnesque errores imtra hos limites aeque probabiles, erit Qx

l .
inter limites x=-~a et x = 4 a conflans, et proin = = Hinc

m=av'}, nec non y=Avj, quamdiu A non maior quam v'3;
demque g=my. %_0,3660264 m, probabilitasque, quod error pro-
ﬂeat en'ore medm pon maior, erit =v'{=0,5773503.

IL 51 vt antea —a et 4 a funt errorum poflibilium limi-
tes, errorumque ipforum probabilitas inde ab errore o vtrimque
in progreflfione arithmetica decrelcere fupponitur, erit

a—x . . .
Px= o * PO valoribus ipfius x inter o et 4-a

a+x
Pax=-
T aa
Hioc dedacitur m=av'}, u= AvV¥—3AA, guamdiu A eft inter
o et v6, denique A.._V'G—V'(G-—GI‘), : quamdux 4 inter o
et 1, et proin y
, e=m((V6=~=V3)=0,7174389m S
P:obablluas erroris medium non fuperantiy. ent in hoc cafy
= V; ¥ _0,6493999

, pro valaribus ipfius x inter o et —a.

1L
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. . .l co . 0 . - xx
III. Si functionem @x ptopoﬁ;ona]em ﬁatuimus huic e — 7z

(quod quidem in rerum mnatura proxime tantum verum elle
potelt), effe debebit

x®

e’-ﬁ
P== va e
denotante 7 femiperipheriam circuli pro radio 1, ‘vnde porro -
deducimus
“m=hvV {-
(V. Disquif. generales circa feriem infinitam etc art. 93) Porro
§ valor integralis
: ] -2
e e ) dz
 a z=o0 inchoati denotatur per Qz, erit
p=0 AV
- Tabula fequens exhibet aliquot valores huius quantitatis:
A ». '

0.6744807 | ©3
0,8416213 | 0,6
1,0000000 | 0,6826893
1,0364334 | 0,7
1.2815517 ! 0,8
1,6448537 | 0,9
2,5758293 | 0,99
3.2918301 ; ©.999
3.8%35940 0,9999

: I.

10,

L

Quanquam relatio inter A et u ab indole functionis Px pen~
det, tamen quaedam generalia ftabilire licet. Scilicet qualiscunque
fit haec functio, fi modo ita elt comparata, vt ipfius valor, cre-
fcente valore abfoluto :pﬁus x, femper decmfcat, vel laltem non

crefcat, certo erit
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-

A minor vel [altem non maior quam uV'3, quones peft
minor quam %; '

A non maior guam 3_\7-(-?— >’ quoues g eft- maior gquam 3
Pro p=% vterque limes coincidit, puta 7\. nequu: efle maior
quam Vv 4. : - cor

.Vt hoc infigne theorema demonftremus, denotemus per y
valorem integralis JPz dzaz=—x vsque ad z= + = extenli,
quo pacto y erit probabilitas, quod error aliquis contentus fit

intra limites — x et 4 ». Porro [tatuamus
z=dy, dyy=Vy.dy, dy= \V'y dy
Erit itaque 4 0 =0, nec non -
, 1
Vr=grocs
quare per hyp. 'y ab y=o vsque ad ¥ =1 femper crelcet,
faltem nullibi decrelcet, fiue, quod idem ‘eft, valor ipfius J” y..
femper erit pofitiuus, vel faltem non negatiuus. Porro habemus
d.yJy= «Vy-d:v+y\1/'y dy, adeoque
yVy—dy=[yl'y.dy

integratione ab y=o inchoata. Valor expreﬂ' ionis yJ'y —Jy
itaque femper erit quantitas pofitiva, faltem non negatiua, adeoque

(N
yV'y
quantitas pofitiua vnitate minor. Sit f ems valor pro y= =p, i.c.
quum habeatur \I;" p=Am, fit
- m Am
f_.x \1/ ﬁue\L,u_.(l_f)u

His ita praepafans, conﬁderemus functionem ipfius y hanc
' km
‘quam ﬁamcmus -—Fy, nec non dFy=Fy.dy. Perlpicuum
eft fiert

N
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Fu=Am= \L 3 . B
, Au S
Fpu=—_=y
BEC e
- Quare quum -¢ ¥, aucta ipfa y, continuo crefcat (faltem non de

crefcat, quod femper fubintelligendum), I’y vero conftans ft,
d(vy —Fy) '
dy

erit pofitiua pro valoribus

differentia \J'y —Fy =
ipﬁus. y maioribus quam g, negatiua pro minoribus.  Hinc
facile colligitur, )y — Fy femper elle quant-itatem'poﬁtiuam,
adeoque 1 y femper erit ablolute maior, faltem non minor, quam
Fy, certe quamdiu valor iplius Fy eft pofitiuug, i. e. ab y=puf
vsque ad y=1. Hinc valor integralis f(Fy)*dy ab y=puf vs-
que ad y=1u erit minor valore integralis S (x[./y)"dy inter eos-
dem limites, adeoque a potiori minor valore huius integralis ab
y=o0 vsque ad y =1, qui fit =mm. At valor integralis prioris

‘inuenitur -

_ AAmm(1— pfP
Bup(r—f) .
vnde colligimus.’l.)\. efle minorem quam 3””0’;{? y» wbi f
sup(t—f)*

eft quantitas inter o et 1 iacens. Iam valor fractionis O _”7)—3-,

cuius differentiale, f = f tamquam quantitas variabilis confide-

ratur, fit =

_ st f)f’. — st wh)Af
continuo decrefcit, dum f a”valore o vsque ad valorem 1 tranfic,
quoties y minor eft quam 3, adeoque valor maximus pofhibilis
erit is qui valori f="0 refpondet, puta =3 puu, ita vt in hoc
cafu A certo fiat minor vel non maior quam uV 3. Q E.P. Con-
. tra qnones 4 maior eft qnam 3 valor iftius fractionis erit maxi.

. L]
mus pro 8 — 3u+ uf=o, i. e pro f—z—;—, vnde ille fit
) ' B s
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— ;.(?__. , adeoque in hoc calu A non miior quam —— v (‘ iy

Q.E. §.

‘Ita e g. pro r=1% certp A nequit’ eﬂ'e ‘maior quam v
i. e. ‘error probabilis fuperare nequit limitem 0,3680354 m, c
in exemplo primo art.g. aequalis inuentus eft. Porro- facile
theoremate nofiro concluditur, p non elle mmorem quam A v
_quamdiu A minor fit quam v }, contra’ ‘x hon efle minorem qua

a— 9;’. % Pro. valore ipfius A maiori quam v’ 4.
IL , :
Quum plura problemata infra tractanda etiam cum valor

integralis f x4 Qx.dx nexa fint, operae pretium erit, eum pro qui

busdam cafibus fpecialibus euoluere. Denotabimus valorem hu

ius integralis ab x—=— o vsque ad x== + = extenfi per n*.

4 2 . .
1. Pro @x:-;—“- » quatenus x inter —a et -} @ continetur.

}abemus}n;":ga‘\:g‘m‘. e e

~ IL In cafu [ecundo art. 6, vbi g}x-azx
aa

~ pro  valoribus
xyﬁus x inter o et =a, fit n‘—73a4- '32’“‘

\

1IL In cafu tertio vhi
- —wx ’ N
x=
@ T a¥mw . .o :
inuenitur per ea, quae in commenlauone fupra mta:a exponun-
tur, né¢=3hé=3ms.

- 3 i e PR n‘ .
_Ceterum demonfirari poteﬁ valorem ipfius — certo non
m’

" éffe minorem quam 2, [i meodo fuppo!' tio art. praec. locum
habeat.
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/

12, .

Denotantibus x, ', =" etc. indefinite errores obsernationum
eiusdem generis ab inuicem independentes, quorum probaBili-'
tates relatiuas exprimit praefixa characteristica Q; nec non %
functionem datam rationalem indeterminatarum x, x’, x” etc.:
integrale multiplex (I)

’ f@x.@x P x.....dx. ax’.da"....
extenfum per omnes valores indeterminatarum x, <, =, pro
quibus valor ipfius i cadit intra limites datos o et 7, exprimet
probabilitatem valoris iplius y ‘indefinite intra o et 7 fiti. Mani-
fefto hoc integrale erit functio ipfius », cuius differentiale [tatue.
mus —\Ln dy, ita vt mtegrale iplum - fiat aequale integrali
Jln.dy ab y=o0 incepto. Hoc pacto fimul characteriftica ) #
probabilitatem relatiuam cuiusuis valoris ipfius y exprimere cen-
fenda eft. Quum x confiderari poflit tamquam functio indeter-
minatarum y, o, =" etc., quam flatuemus "

=f(y, =, z"....) ’ Y
integrale (1) fiet

df(y, =, x"....)

=fQ. fly, =" 000). dy

vbi y extendi debet ab y=o vsque ad y =7, indeterminatae re-
liquae vero per omues valores, quibus refpondet valor rcalis ipfius
f(y, %, ="....). Hinc colligitur
r 7 8/(3’, x" x'
Ly=fP fiy =, '.c....). iy
dx’.dx"....
integratione, in qua y tamquam confians conﬁderarx ﬂebet, €x-
tenfa per omnes valores indeterminatarum =/, x” etc., qui iph
f(y,=,%"....) valorem realem conciliant.

@x Qx". ... dy. dx’.dx"..

) -9 x’. @x". oo

13.
_.Ad hanc integrationem reipfa exlequendam cognitio functio-
nis Q rnuquireretur, quae plerumque incognita eft: quinadeo,

i
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etiamfi haec functio cognita. eflet, in plerisque cafibus integrat
yires analyfcos f[uperaret. Quae gjum ila fint, probabilitate
quidem fingulorum valorum ipfius y aflignare non. poterimus.
fecus res fe habebit, fi tantummodo  defideratur _valor medi
ipfius y, qui oritur ex integratione [y y.dy per omnes val
res ipfius y, quos quidem allequi potelt, extenfa. Er guum m
nifefio pro omnibus valoribus, quos y affequi nequit, vel pe
paturam functionis quam exprimit (e. g. pro negatiuis, fi elle
y=zz+£x+ 2" 2" 4 etc.), vel ideo quod erroribus iplis x, x', 2
etc. certi limites funt pofiti, ftatuere pporteat 1Ly =o, manifelio re
perinde fc habebit, fi integratio illa extendatur per omues yalo
res reales ipfius y, puta ab y=—¢o vsque ad y=+4 oo. Ian
integrale Sy y.dy inter limites determinatos, puta aby=y vs
que ad y =7 fumtum aequale eft integrali .

fy@.f(y, x, x”....)df\y'z;—;c o) QX P dy.da A
integratione extenfa ab y =1y veque ad y=21, atque per omnes
valores indeterminatarum x’, 2 etc. quibus refpondet valor rea-
lis ipfivs f(y, «, "...), fiue quod idemt eft, valori integralis

' fy@;c.@x’-@x’.’,,...dx.dx’.dx"..». ' )
adhibendo in hac integratione pro y eius valorem per x, x', x” ete.
exprellum, extendendoque eam per omnes harum’ indeterminata.
rum valores, quibus refpondet walor ipfius y inter 7 et y fitus.
Hiac colligimus, integrale [y y.dy per ommes valores iplius
'y, ab y=— o0 ysque ad y = + o» extenfum obtineri ex inte-
gratione ) ‘

Sy@x. @< .9a".... dx.daf.da’....
per omnes valeres reales ipfarum z, a, x" etc. extenfa, puta ab
z=-— o0 vsque ad x =+ 0, ab z'= — 0 vsque ad x' = etc.
. 14. .
Reducta itagbe functione y ad formam aggregati talium partivm
Azt P, ... ’ ‘
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valor integralis [y y.dy per omnes valores ipfius y extenfi,
feu valor medius ipfius y, aequalis erit aggregato partium
Axfx'@x. da:)(fx‘@a:.dx Xf‘c 4 @x .da”....

vb1 mtegranones extendendae funt ab xr = — w0 vsque ad x=-+ oo,
ab x'=—o. vsque ad a'= + w etc.; fiue quod eodem redit, ag-
greaato parlmm quae oriuntur, dum pro fingulis poteﬂaubus
x=, x#, 27 etc. ipfarum valores medii fubliituantur, cuius thée-
rematis grauiflimi veritas etiam ex aliis conﬁderauombua facile
deriuvari potuiffet,

. D 15
Applicemus ea, quae in art. pracc. expoluimus, ad cafum
fpecialem, vbi
xx+xa -}—:r x "+ ete.
: ¥= | a
" denotante ¢ multitudinem partium in numeratore. Valor medius
“ipfius y hic illico inuenitur =mim, accipiendo characterem m in
‘eadem fignificatione vt fupra. Valor verus quidem iplius y in
caflu determinato maior minorue euadere poteflt medio, perinde
ac valor verus termim fimplicis ax: fed .probabilitas quod valer
fortuitus ipfius y a medio mm haud flenfibiliter aberret, continue
magis ad certitudinem appropinquabit csefcente muliitudine .
Quod que clarins eluceat, quum probabilitatem ipfam exacte de-
terminare non [it in poteltate, inuelligemus errorem medium me-
tuendum, dum fupponimus y:mm.‘ Manifelto per principia
art. 6. hic error erit radix quadrata valoris medii functionis '
‘ (x:c+ a4 2”2”4 ete. )”
—mm
. 2 .
ad quem eruendum [uflicit obleruare, valorem medium termini talis

x? n4 R . CL
— elle = e (vtendo charactere n in [ignificatione art. 11.), valo-
co c ,

QTT'Ux g
— fient —_——, vnde.
3 cG

rem medium autem termini talis

. ’,

'
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facdhme deducuur valor medius xftuu functionis
nt — m4

— ‘ N
Hinc discdmus, fi copia fatis magna errorum fortuitorum
ab inuicem independentium z, &', x” etc. in promtu fit, magna

certitudine inde peti polle valorem appronmatum 1pﬁua m per
formulam :

. (xx +.‘Jc'x'+x" z” 4 etc.)

m=y o

erroremique medinm in hac determinatione metuendum, tefpeom
guadrati mm, efle
n* —nt

g .

Ceterum, quum polierior formula implicet quantitatem n, fi id
tantum agitur, vt idea qualiscunque de gradu praecifionis iftius
determinationis formari pofit, fuﬁiciet;la]iguam hypothefin re-
fpectu functionis  amplecti. E. g.in hypothefi tertia art. g, 11.

s -
ifie error fit =mmy o Quod fi minus arridet, valor approxiv

matus iplus n‘ ex :pﬁs erroribus adiumento formulae
x“-j—x“-j-x"-}-etc. ' :
g :
peti poterit. Generaliter autem affirmare poflumus, praecifionem
duplicatam in ifta determinatione reciuirere errorum copiam qua-
druphcatam, fiue pondus determinationis ipfi mulmudxm o elle
proportionale. - ' :

Prorfus fimili modo, fi obferuationum errores pértem cone
fiantem inuoluunt, huius walor approximatus eo tutius e medip
arithmetico multorum errorum colligi poterit, quo maior ho-
grum multitudo fuerit. Et quidem error medius in hac determi-
natione metuendus exprimetur per

. . Y mm
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mm — kk LT L
pmm ko ' C
PREE
G & deﬁgnat partem conﬁantem lpfam atque m errorem medium -
obfemauonum parte conftante nondum purgatarum, ﬁue fimpli.
citer per _m_ L m denotat errorem medium obferuaponum a

Vo'
parte conftante liberatarum (v. art. g. ).

. 16. o
In artt. 18 —15. fuppofuimus, errores x, 2/, «” etc. ad idem
obferuationum genus pertinere, ita vt fingulorum probabilitates
per eandem functionem exprimantur. Sed [ponte patet, difgui-
 fitionem generalem artt. 13 — 14 aeque facile ad cafum generalio-
rem extendi, vbi probabilitates errorum z, x', 2”7 etc. per fun-
ctiones diuerfas Qx, @', @”x" etc. exprimantur}, i. e. vbi erro-
res illi pertineant ad obferuationes praecifionis feu incertitudinis
diuérfac. Supponamus, x elle errorem obferuationis talis, ‘cuius
error medius metuendus fit =m; nec non z’, x” etc. elle errores
"aliarum obferuationum, quarum errores medii metuendi refp. fint
m',)m" etc. Tunc valor medius aggregati xx 4 x'x’ + x"x” + etc.
erit mm+ m’m'+ m’m” + etc. Iam fi aliunde conliat, quanuta-
tes m, m, m” etc. efle in ratione data, puta numeris 1, F’ u’ etc.
relp. proportxonales. valor medius exprellionis

x4+ "+ etc.

" "

. 1+m4 W+ ete.
erit —mm. Si vero valorem exusdem expreffionis determinatum,

prout fors errorés x, x', =" etc. offert, ipfi mm aequalem poni-
mus, error medius, cui baec determinatio obunoxia manet, fimili

ratione vt in art. praec. inuenitur .
V(n4 fn'4 +n"‘+ etc, <= mb—m's — "4 — etc. )
= F AE M et
vbi ', " etc. relpectu obferuluonum, ad quas pertinent errores
c .
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. \ - ’
o, " etc., idem denotare fupponuntur, atque n refpectu obfer-

vationis primae. Quodfi itaque numeros n, ', n” etc. ipfis m, .
m', m” etc. proportionales. fupponere hcet, error ille metuendus
medius fit -
. _V(n*t —m*).v (1 +;t"-|-p"‘+ etc.)

- Vb W et

At haecce ratio, valorem approximatum ipfius m ;!etérminaqdi,
non eft-ea, quae maxime ad rem facit. Quod quo clarius ofien-
damus, confideremus expreﬂionem ‘generaliorem

xx +axx + o2’ + etc.
_ Y=Y d Wi+ W W F eto.
cuius valor medius quoque erit —mm, quomodocunque eligan-
tur coéfficientes o', «” etc. Error autem medius metuendus, dum
valorem determinatum ipfius y, prout fors errores x, x, x etc.
offeri, ipfi mm aequalem [uppommus, inuenitur per principia
fupra tradita

V'(n“—m‘ + o o' (W4 —m'+) +c¢" o’ (0’4 —m 4)+ etc) .
ata gty G et
Vt hic error medius fiat quam minimus, fatuere oportebit
Cnt — md

’

SAe—m
,; n4 —mn4

o =;7,7—_'_ ,,4-;4 p etc.

Manifefio hi valores euolui nequeunt nifi infuper ratio quannu-

tum n, n, n etc. ad m, 'y 1’ etc. aliunde nota }'uent, qun cog-

nitione exacta deficiente, faltem tquhmnm ‘videtar *), illas his

_proportionales fupponere (v. art.11), 'vnde prodeunt valores

*) Scilicet cogpigionen_x' gnantitatum g’ 4" ete.. in eo folo cafa in pote-
state efle concipimus, vbi per rei naturam errores z, x’, 2" etc. iplis v,
&', ¢ etc. proportionales, aeque probabiles cenfendi funt, ant potius vbi

Qr=y ()= @ (" x) etc.
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,. 1 " L
o= 7T, a =7 elc
AR : “op - .
i e coéfficientes &', o” etc. aequales ftatui debent pondgﬂbug re-
latiuis obferuationum, ad quas perunent errores x', x” etc., af-
fumto pondere obferuationis, ad quam perunet error x, pro vni-
tate. Hoc pacto, deflignante vt fupra & multitudinem errorum
propoﬁtomm, habebimus: valorem medium expreflionis
x4 o' x4 o 2" + ete.
= 5 | |
=mm, -atque errorem medium metuendum, dum valorem for-
tuito determinatum hmua expreflionis pro valore vero ipfius mm

adoptamus - L
V(n44 o o'n'4 + a” o’ 1’4 4 etc. — a'm‘)
¢
et proin, ﬁquidem licet, ipfas n, ', n” etc. ipfis m, tym" pro-
poniongles fupponere, - '
_ V.n‘-—m‘

c
quae formula identica eft cum ea, quam fupra pro cafu obfeml-

uonum emsdem genem mueneramus.

.- 17,

Si valor quantitatis, quae ab alia quantitate incognita pendet,
per obleruationem praccifione abfoluta non gaudentem determi-
nata eft, valor incognitae hinc calculatus etiam errori obnoxius
erit, fed nihil in hac determinatione arbitrio relinquitur, At i
plures quantitates ab eadem iocognita pendentes per obferuatio-
nes haud abfolute exactas iunotuerunt, valorem incognitae vel
per guamlibet harum ’obferuationum ‘eruere poffumus, vel per
aliguam plurium obferuationum combinationem, quod infinitis
modis dinerfis fieri potefi. Quamquam vero valor incognitae tali

modo prodiens errori femper obnoxius manet, tamen in alia
Ca



2 CAROL. FRIDERIC. ‘GAUSS

combinatione maior, in alia minor error metuendus erit. Simi-
liter res [e habebit, fi plured quantitates a pluribus, incognitis- fi-
mul’ peadentes funt obferuatae: prout obferuationum multitndo

multitudini incognitarnm vel aequalis, vel hac minor vel maior .

fuerit, problema vel determinatum, vel indeterminatum, vel plus

quam determinatam erit { generaliter faltem loquendo ), et in calu

tertio ad incogoitarum . .deternsinationem - obferuationys infigitig
modis diuerfis combinari poterunt. E tali combinationum varie-
tate eas eligere, . quae maxime ad rem faciant, i. e. quae mcog
nitarum valores erroribus minimis. obnoxxos fuppeduent, ~pro-

blema fane eft in’ applicatione mathefeos ad phdofophxam ‘matura- -
. lem longe gramﬂimum. v o

In Theoria motus corpprum coeleﬁmm oftendimus, quo-
rodo valores incognitarum maxime probabiles eruendi fint, fi“lex

probabxhtans errorim ohferuauonum cognita [it; et quum’ ‘haec

lex natura fua in émnibus fere cafibus hypdthetica maneat, ‘theo-

~ riam illam ad legem maxime pléuﬁ»bxlem applicauimus, vbi pro-

—hk
babilitas errons x quantitati exponenuah e—""** proportionalis
fuppomtur, vnde metﬁodus a nobns dudum in calculis praefer-
tim altronomicis, et nunc qundem a plerlsgue calculatoribus fub

" nomine methodi quadratorum minimorum vlitata demanauit,

. Poftea ill. Laplace, rem alio niodo aggrellus, idem princi-
piom ompibus aliis etiamnum praeferendym elle docuit, quaécun.

‘‘que fuerit lex probabthus rerrorum,. i modg obferuationum

multitudo fit pecmagnas. At pro multitudice obferuatiopum mo-
dica, ses intacta manfit, ita vt fi lex noﬁm hypothetica relpua-
tur, methodus quadratoruth mipimorum eo tantum nomine prae

aliis commendabilis habenda . ﬁt, qupd calculorum concinnitati

maxime eft adaptata . ., , S

~:Geometris itaque -gratum fore [peramaus, ﬁ in bac noua ar-
gumenn, tractatione _docuelxm\p, methoduvm quadrawmm mini-

4 - -

~

~
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morum exhibere combinationem ex omnibus optimam, non qui-
dem proxime, fed ablolute, gpaecungue fuerit lex probabilitatis,
errorum, guaecunque obferuationum multjityde, i modo notioé
nem erroris medii non ad mentem ill.. Laplace, fed ita vt in artt.
§ et 6 a nobis factum eft [iabiliamus. '

Geterum, exprellis verbis hic pracmonere conuenit, in omni-
bus difquifitionibus fequentibus tantumsoado de erroribus irregu-
laribps .atque a parte conltante liberis fermncm elle, quum pio-
prie ad perfectam artem ‘obferuandi pertineat, omnes errorum
cor.fantium cauffas fummo [tadio amouere. Quaenam vero fub-
fidia calculator tales obleruationes tractars.(ulcipiens, quas ab er-
roribus conftantibus non liberas efle iufia (ufpicio adelt, ex ipfo
calculo probabllmm peter@ pofﬁt dqutn:ﬁlxonx peculiari alia oc.
cafione promulgandae releruamus,

] RN ‘.18’- . !
< PROBLEMA .

Defignante U functionem datam quantitatum incognita-
rum V, ¥, ¥ elc., quaeritur error medius M in determina-.
tione valoris ipfius U metuendus, fi pro ¥, V', V" ete. _adop- .
tentur non wvalores veri, fed ii, qui ex olg/éruat:ombus ab in-
vicem independentibus, erroribus mediis m, m', m" etc. refp. ob-
noxiis prodeunt.

Sol. Denotatis erronbus in valoribua obfu‘uatw ipfarum
-V, V', V" etc. per e, €, ¢’ etc., error inde redundans i in valorem
ipius U exprimi poterit per functionem linearem .

T Ae+NE+ AN etc, =E -
#bi A, Az A\ eten Junt valorges: quéuenuum daﬁ'eremmlmm dU

e a»
dU a U PRI

TR A etc. pro valonbus veris xpfarum v, V’ V. etc fiqui-

dem ob{eruauones fatis exactae funt, vt errorum thadrata pro.

-



-
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ductaque negligere liceat. Hinc primo fequitar, quoniam obfer-
vationum errores‘a partibus conltantibus liberi {upponuntur, vas
lorem medium ipfius E effe = 0. .Porro error medius in va]on‘
ipfins U metuendus, erit radix q.uadrata e valore -medio xpﬁus

‘EE, fiue MM erit valor medius aggregati -

)\)\.ce-i'-?&. k'¢'¢,+k”A.’ Ile”+ etc. +‘AA. ee +9Ak”¢¢'
+ akN'ee’ 4iete '
At valor ‘medius xpﬁus AAée i A\Xmm, valor medius ipius

AN € fit =N A'mn'in’ete.; denique valores medii productorum

aAAee etc. omunes fiunt == o. Hinc itaque colligimus
M= (A hmm4 XA m'm' N\ m"m" 4 etc’)
Huic foluuoni quasdam annotationes adiicere conuemet.
1. Quatenus f[pectando obferuatiohum errores tanquam quan- ;

titates primi ordinis, quantitates ordinum altiorum’ negliguntur,
in formula noﬁra pro “A, A" A” etc. etiam valores eos quotien.

aU
tium a7 e adoptare hcebit, qul prodeum: e valonbus obl'er-

vatis-quantitatum 7, V', V” etc. Quotnes U elt funcuo lmearu,
manifelio nulla prorfus erit differentia. .

IL. Si loco érrorum mediorum obferuationum, harum pon-
dera introducere malumus, fint haec, fecundum vnitatem arbi-
trariam, refp. p, P'v p" etc., atque P pondus determinationis va-
loris ipfius U e valoribus obferuatis qunnutamm V V', V" eto

N '
J"k +A'} +k-} + etc. ‘
p P P .

Il 8$i T el/ functio- alia data quantitatum: V; v, " ete. |
atque, pro harum valoribus veris,

dT - 4T aT

/

dV—xo drl—“' d””—" etc.
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error in determinatione valoris ipfius T, e valoribus obferuatis

. iplarum P V', V" etc, petita, erit —xe+x'e + x'c” + etc,
= E', atque error medius i“. ifia, da;erminatidne‘ metuendus
=V (xxmm+ x 2w’ v’ + %" x"m" " +-etc.). Errores E, E vero
manifefto ab inuicem iami non erunt. independentes, valorque
medius producti EE', fecus ac valor medius producti ee’, non
erit = o, . fed = gAmum 4’ Nwd'm' 4 " X' 0’1" 4 ete.

'IV. Problema noftrum etiam ad cafum éum extendere licet,
vbi valores quantitatum ¥, #’, V" etc. non immediate per ob-
feruationes inueniuntur, fed quomodocunque ex obferuationum
combinationibus derivantur, fi modo fingularum determinationes
ab iouicem funt independentes, i.e. obfernationibus diuerfis fu-
perftructae: ‘quoties autem haec conditio locum non habet, for-
mula pro M erronea euaderet. FE. g. [i vna alteraue obferuaiio,
quae ad determinationem valoris ipfius 7 inferuiit, etiam ad va-
lorem iplius #’ determinandum adhibita eflet, errores e et &
haund amplius ab inuicem independentes forent, neque adeo pro-
ducti e ¢ valor medius = o. Si vero in tali cafu ‘nexus quanti.
tatum ¥, V' cum obferuationibus fimplicibus, e quibus deductae
funt, rite perpendltm‘, valor medius producti ee adiumento an-
notationis 111, alﬁgnan, atque .ﬁc fmmu}a pro M completa reddi
poterit.

_ 19. .

Sint 77, V', ¥” etc. functignes incognitarum ,aé, Yy, z -etc., \
multitudo illarum = %, multitudo incognitarum,=p, fuppona-
musque, per obleruationes vel iwmmediate vel mediate valores
functionum inuentos eflé 2 =L, V'=L, }'" = L" etc, ita tamen
vt hac determivationes ab imficem fuerint independcntes. Si 'y
maior eft quam =, incognitarnm euplutio .manifefio fit problema
indeterminatum; G 4 ipli @ aequalis elt, fingulae x, Y, z etc. in
formam functionum iplarum - #, V', I7” etc. redigi vel redactae
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concipi poﬂ'unt ita vt ex harum valoribus ob[’eruaus valores xfta-
rum inueniri poﬂmt, fimulque adiumento art. praec. praecifio<
 mem relatiuam: fingulis his determinationibus tribuendam aflignare
liceat; denique fi p minor-elt quam #, fingula¢ =z, y, zetc. in-
finitis modis diuerfis in formam functionum ipfarum 7, 7’ v
etc. redngn, adeoque illarum valores infinitis modis diuerfis erui -
poterunt.. Quae determinationes exacte quidem quadrare debes
rent, fi obferuationes praecifione abfoluta gauderent; quod quum
fecus [e babeat, alii modi alios valores fuppeditabunt, nec mi.
nus determinationes e combinationibus diuerfis petitae maequah

praecifione inftructae erunt.

Ceterum [i in cafu fecundo vel tertio functiones 27, 7’, V” etc.
ita comparatae eflent, vt  — o 41 ex iplis, el plures, tam.
quam functiones reliquarum fpectare liceret, problema refpectu
poﬁériorum functionum etiamnum plus quam determinatum eﬂ'ef,
refpectu incognitarum x, vy, z elc. autem indeterminatum; harum
fcilicet valores ne tunc quidem determinare liceret, quando va-
lores functionum 7, ¥, V" etc. ablolute exacti dati eflent: fed
hunc cafum a disquifitione noltra excludemus.

Quoties ¥, 7', ¥”. etc. per fe non funt functiones lineares
indeterminatarum fuarum, hoc efficietur, fi loco iticdgnitarum
primitivatum introducuntur iplarum differentiae a valoribus ap-
pronmans, quos aliunde cognitos efle fupponere licet. Errores
medios in determinationibus ¥ = L,V = L', V"= L" etc. me-
tuendos refp. denotabimus per m,-m’, m” etc., determinationume
que pondera per p,p, P etc., ita vt it pimm =p' g’ ' =
r ‘mim” etc. Rationem, quam inter fe unem errores medii, cogni-
tam [upponemus, ita vt pondera, quorum vnum ad lubitum accxpx
poteﬁ, fint mota. Denique ftatuemus

(V  LYVp=o, (V' =L)Vp=0, (F"—=1")/Vp"5" eto,
Manifelio itaque res permde fe habebit, ac fi obferuationes im-
. . media-
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mediatae, aequali praecifione gaudentes, puta quarum error me.
dius =m V' p=wm'v'p'=w"y p" ete., fiue quibus pondus =1 tri-
buitur, f(uppeditauillent ' :

v=o0, v =m0, v"=o etc.

.
PRoOBLEMA.

Defignantibus v, ', v" etc. functiones lineares indetermi.
natarum x, y, z etc. fequentes
‘v=ax+by +tcz tetc. 1 _
v=dzx + b'y + 'z 4 ete. -1 2 (1) -
v'=a"x 4 b’y A "z 4 etc. + 1" etc S
ex omnibus [yflematibus coaﬂ?cuntcum %, &, 2" etc., qui indeft- "
nite dant ‘
Cxvdi v x4 ete. =x—k
ita vt k f t quantitas determinata i. e. ab x, y, z etc. independens,
eruere id, pro quo xx + 2%+ x"x' + ete. nancifcatur valorem mi-
nimum. S -
Solutio. - Statuamus
. av+4a'v' + a"v" 4 etc. —-& l
bv+ b0 + b0 + etc. = g (II)
co+6v "y + etc.=¢ S
etc.: eruntque etiam £, », § etc. functxones lineares ipfarum ®,
Y %etc., puta ) .
E..:cEaa-[—yEab-]—zEac-]—etc +Xal l
n=xZab4yXbb+4 2Zbc + etc. + bl (IIr).
§=xZact+yZbc+ 23cc 4 etc. 4 Zcletc. S

" _n

(vbi Zaa denotat aggregatum aa-+} aa +a”a" 4 etc., ac per-

inde de relnquu)
D .
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multitudoque ipfarum & n S et maltitudini mdetermmatarum
x, ¥ 2 etc. aequalis, puta = u. - Pet elxmmauonem itague elici
poterit aequatio talis *) ‘ :

we=d+[aa]E+laBlntlay]d+ e
in qua fobfituendo pro £, #, ¢ etc. valores earum ex I1I, aequa-
tio identica prodire debet. Quare [tatuendo

a[aa]+b[aB]+ cfwy]-{-etc =« .

a[aalt+d [2B]+ ¢ [ay]+ etc =da 2,(IV)

' [aal+b" [¢B]+¢ [aty] + etc._,a eLc. 5

. peceffario erit indefinite
d”+“°+ u ”+elc _x_d (v)
. Haec aequatio docet, inter [fyltemata valorum coeﬂicxenuum x, poad

4

& etc. certo etiam referendos effe hos ¥=a, »' =a, x = a’ etc.,
pec non, pra fyltemate quocunque, fieri dcbere indefinite

‘(x-;a)v+(x'—u')v'+(x"—oe")n"+ etc. ;4...1;
quae aequatio xmphcat fequentes
(u—u)a-l-(x-u)a-l-(n—u )a +etc._,_o o
(x—a)b+ (' — )b+ (x"— ) 4 etc.=0 . -
(x—a)et (¥ —a )¢+ (&' — o’ )¢ +ete. = 0 ac.

Multiplicando has aequationes refp.. per [auL [eB], [47] ete..
et addendo, obunemus _propter (IV) )

o

(x—a)a+(x-—a)a +(z¢ —c”)e’ + etc. = 0
fine quod idem eft .

Tyl
” "

xx + &'x + x % - etc —aa+au +a"¢ 4 ete.
+(x—a) +(F=a)? + (2" —a")? + eta

vnde patet, aggregatum xx + ¥ %' -|- zc"x" + egc. valorem mini-
mum obtinere, fi ftatuatur x =¢, ¥ =a’, x"=a’ etc. Q. e L

*) Ratio, cor ad denotandos coifficientes e tali eliminatiore_prodeun-
tes, hos potiflimum characteres elegenmul, infra elucebit.

.
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'Ceterum -hic valor minimus iple feqnenu modo-ernitur, Ae.

: qixatm (V) docet efle
¢a+a.a +a"a"+etc..._1 L o ,
ab+ab 4+ b fete =o -
_ac+ad'¢ +u"c”+ etc. = o etc.
Multiplicando has aequauones relp.. per (au] Taf], [ay] ete.
et addendo, protinus habemus adiumento aequationum (1V)

et adad +a"a" 4 etc. =[aal,

21,

Quum"obi‘eruatioues fuppeditauerint aequationes (proxime

- yeras ) v—o, v =0, v =0 etc., ad valorem incognitae x mde
ehcxendum combmano xllarum aequationum talis

zv+x v+x"v"+etc =o0
adhibenda eft, quae ipfi x coéfficientem 1 conciliet, mcogmtas-
que reliquas ¥, z etc. eliminet; cui determinationi per art.18.
[}

pondus
1

- xn Fxx+xx+ etc.
Ex art. praec. itaque lequitur, determmatxonem

tribuendum erit.
maxime idoneam eam fore, vbi ftatuatur x=q, ¥ =o', x"=a" etc.

Hoc pacto x obtinet valorem A, manifeﬁoque idem valor etiam
(absque cognitione multiplicatorum «, o', «” etc.) protinus per
eliminationem ex aequationibus £=o0, 1=0, {=o etc. elici potelt,

Rue error

Pondus huic determinationi tribuendum erit = -———]-,
* medius in ipfa metuendus

=mv plaa] =m'V§ [aa] =n"Vp'[2a] et

Prorfus Gmili modo determinatio maxime idoriea incognita.

rum religuasum y, z etc. eosdem valores ipfis conciliabit, qui
Ca '
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per eliminationem ex iisdem aequationibus £=o, =0, {= o0 etJ
prodeunt. ' .

Denotando cggregatum mdeﬁmtum vo -|- V'Y + v v" etc;,
fiue quod idem eft hoc

p(V—=L)+p'(V' - L')’+p("" L") 4 et

. per Q, patet, s &, 24, 2l etc, elle quouentes dzﬁ'érenuales p _
) tiales functionis Q, puta’ . 1

40 do L, dg -
sé—dz ”_dy',g —dzec. -

Quapropter valores incognitarum ex obferuationum combinsatione
maxime idonea prodeuntes, quos valores maxime plauﬁbiles com-
mode vocare pollumus, identici erunt cum iis, per guos Q2 va-
lorem minimum obtinet. Iam ¥ — L indefinite exprimit diffe-
rentiam inter valorem computatum et obferuatum. Valores ita-
que incognitatum maxime plaufibiles iidem erunt, qui [ummam
quadratorum diffcrentiarum inter quantitatum #, P’, 7" et
valores obferuatos et computatos, per obferuationum pondera
multiplicatorum, minimam efficiunt, quod principium in Theo-
ria Motus Corporum Coelcﬂmm longe alia via ltabiliueramus. FEt
fi infuper praecifio relatiua fingularum determmanonum afli-
gnanda eft, per eliminationem indefinitam ex aequationibus (llI)
ipfas =, y, z etc. in tali forma exhibere oportet :

.

e=d+[aal£+[aBlr+ [ay)d+ e, . - -
y=B+[Ba]€+[BB]n+[Bv]s”+etc,?(Yn) .
z2=C+ [‘(a]£+ [vBla+ [yyltete ' = °

etc.

quo pacto valores maxlme plauﬁbnles mcogmtarnm x, ¥y, zetc.
erunt refp 4, B, C etc, atque pondera his determmanombus
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) PSR q i PY r .
tribuenda Taal poa [B@]’ [‘YV} gtc, l‘ue errores medn m

iplis mewendx

. S I . ’ A -

pro x... ...mV’p[aaj =m V‘p [ee] =m v"p"[aae] etc,

" PrO Yeree.mV'p[BRY =mivip' [ BR) ="V p"[B 4] ete.. .

L prozamVplyy] =ni' Vp [yy] =» 'fV'p"{ya/];elc.' 4
etc. ot

quod conuenit cum iis, quae in Theoria Motus Corporum Coe-
leftivin docuimus.

L 4
~

22, -
De cafu ompium fimplicifimo, fimul vero frequentilfimo,
vbi vnica incognita adeft, atque 7=z, ¥’ =x, ¥”=x etc., paucis
feorfim agere conueniet. Erit [ciliceta=V p,a’=v p,a"=v p” etc,,
I=—Lvp, VF=—L'Vp, '=—L'Vp" etc., et proin
E=(p+P+P +etc) x— (pL4+p L' +p'L’ + e1c)

Hinc porro
1

led= T e
A —pL+plLl+pllL”+etc.
T Pp+P P+ et

§i itaque e pluribus obferuationibus maeqnah praecilione
gaudentibus, et quarum pondera refp. funt p, P, p’ etc., valor
eiusdem quantitatis inuentus eft e prima =L, e fecuuda =L, e
tertia = L.” etc., huius valor maxime plaufibilis erit

pL+4p'L'4+p"L" + etc.
P+P+p + et

pondnsque huius determinationis = p 4 p'+ p” etc. Si omnes
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obferuationes aequali praecifione gaudent, valor maxime plaufibi--

lis _erit | S
L+L,'+L"+ ete. o ;."r"v': [ u: ’

' =. R T D

i. e. aequalis medio arithmetico valorum obferuatorium, huiusque

determinationis pondus ==, accepto pondere pbfe_xuatibnum

- pro vnitate. ' - ' : '
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23.

wc fuperfunt difquilitiones, per quas theoria praece-
luftrabitur tum ampliabitur.

omnia inueltigare oportet, num negotium eliminatio-
adiumento indeterminatae x, ¥, z etc. per £, », { etc.
ie funt, femper fit poflibile. Quum multitudo illarum
i barum aequalis fit, e theoria eliminationis in aequa-
nearibus confiat, illam eliminationem, fi £, g, ¢ etc.
1 independentes fint, certo pollibilem fore; fin minus,
m. Supponamus aliquantilper, £ #, ¢ etc. non efle ab
ydependentes, fed exftare inter ipfas aequationem

FE+ Gyt HG+ etc. +K-
itaque

;aa4 GZab+4 HZac 4 etc. —o

;ab+4 GXbb+4 HZbc 4+ etc. =o

ac 4 GZbe 4+ HZcc + etc. = o
on

al+GEbl 4+ HEcl + ete; = — K
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‘ Smuendo porro ) ' |
aF4+bG+c¢ H+etc—0

dF + VG + i +etc =46 g(l)

F+b"G-|— ¢ u+ etc. = "
etc., eruitar

a4+ a8 +a"f .+ etc.=0.

b+ b0+ b8 4+ etc. =o0.

e+ 0+ Y 4 etc.=o0.
etc., nec nod ‘ :

10 + 1’9' -]-1"9"-}— etc. = — K
Muluphcando itaque aequationes (I) refp. per 0, §, §" etc. ot ‘
addendo, obtinemus: '

0=00+4+60 460"+ etc.

guae aequatio manifelto confiftere nequit, nifi ﬁmul fuent 0...0, "
§f =o, §’ =oetc. Hinc primo colligimus, neceflario efle debere K=o.
Deéin aequationes (1) docent, functiones v, ¥, ¥" etc. ita corhpa-
ratas efle, vt ipfarum valores non mutentur, fi valores quan‘titi-
tum X, ¥, % etc. capiant incrementa vel decrementa xpﬁs F, G, H eté.
relp. proportionalia, idemque manifefto de functionibus v, v,

 P” etc. valebit. Suppofitio itaque confiliere mequit, uifi in cafu
tali, vbi vel e valoribus exaciis quantitaum #, ¢, 7" etc. va-
Jores incognitarum ;if, ¥, z etc. determinare impoflibile ‘fuiflet, i. e.

vbi problema natura [ua fuillet indeterminatum, quem cafum a
dqumﬁnone noftra exclufimus.

<

24

Denotemus per 3, 3, 3" etc. multiplicatores, qui eandem
selationem habent ad indeterminatam 4, quam habent a,d, " etc.
ad x, puta fic

< a[aBJ
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a[Ba] +b[33] 4+ [By] + etc. _3-
d(Ba]l +¥{BB] 4+ [By]+ ete. =4
&(Ba] +5/(88]+¢ [By]+ ete. =

etc., ita vt fiat indefinite

Bo+B +B° + ete. =y — B
Périnde fint ¢, &, &” etc. muluphcatores fimiles refpectu indeter-
minatae z, puta

alyaltbd [vB]+c[w] + ete. =y

a[yal+b{yBl+clyy]l+ etc. =

a’[ya]+ b [yB]+ " [yy]+ etc. ="
etc., ita vt fiat-indefinite

L /4

yv 4o '+ 0 4 ete. =z2—C
et fic porro. Hoc pacto, perinde vt iam in art, g0. inueneramus
Zaa=1, Sab=o, Eac..o, etc nec non Igl=— 4,
etiam- habebimus :
¥Ba=o0, TBb=1, X B3c= o etc., atque 232: - B
Sya=o, Zyb=o, Syc=1 etc., alque Syl==C
et fic porro. Nec minus, quemadmodum in art. go. prodii¢
Zaa={aa]l, etiam erit .
23B=[BBl Zyy=[yv] etc.
_ Multiplicando porro valores ipforum «, ay e’ etc. (art.c0.1V)
relp. per 3,3, 3" etc. et addendo, obtinemus
aB+a B +a’'B" etc. = [aB], fiue T =[af3]
Multiplicando autem wvalores ipforum 3, 3/, 3" etc. refp. per
a,d, o etc., et addendo, perinde prodit '
aB+d B +a’ B+ etc. = [Bal, adeoque [aB] = [Ba]
Prorfus fimili modo eruitur

lev]= [va] =Zay, [By] = [78] = =By etc.
28.
Denotemus ‘porro per A, A, A" etc. valores functionum
v, v, v" etc., qui prodeunt, dum pro z, ¥, z etc. ipfarum va-
lores' maxime plaufibiles 4, B, C etc, [ubftituuntur, puta
. E s
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aA+bB+cC+ etc. +l—&
‘ad-l—bB-l-cC-{-etc FU=N _
a’ A4 b"B +4c"C + etc. -|-t"“_ o C
etc.; ftatuamus praeterea” ’ ’
AN+ AN+ AN+ etc.=M
ita vt fit M valpr functionis ) valorjbus maxime plaufibilibus -
indeterminatarum refpondens, adeoque per ea, quae in art. g0.
demonlfirauimus, valor- minimus huius functionis. Hinc erit
aA+ a'N' +a"A" + ete. valor ipfius &, valoribus w"d,y_B
z=C etc. refpondens, adeoque =o, i. e. habebxmus
Zalxo0
et perinde fiet
. ZbA=o, 207\.—0 etc.; nec non Eaz}\..-o, E,BA,__O,
ZyA=oetc
Denique muluphcando expreﬂiones ipfarum A, A A" etc. -per
A, A, A" etc. refp., et addendo, obnnemua I +¢ b +¢ ‘A" 4 ete.
—k}\.-l-l.}\.-!-}\. A’ -l-etc., fiue . .
2 l ). - M. : :

v ’ , . 26. ,

Substituendo. in aequatione v=ax 4 by +cz 4 elé + l
pro x, ¥, z EiG exprelfiones VII. art. a4, prodibit, adhiBiti;
reductionibus ex praecedentibus obuiis, - .

v=af+Br+ vyt etcs+ A
et pelmde erit indefinite
v=d E+ B ntv + et -t-k
v'=a E4+B8 1+ + eto + A7
etc. Muliiplicando vel has aequalwnes, vel aequanones I art.go.
relp. per A, A, A" etc., et addendo,  dilcimus elle indefinite
Av+ ANV 4 AV 4 ete. = ML



THEORIA COMBIN. OBSERV. ERRORIBUS MINII. OBNOXIAE. 35 v

v , 27.
Functio £ ‘indefinite in plunbus formis exhiberi pouﬁ,

quas enoluere apérae pretiume erit. Ac primo quidem quadrando
aequationes I art. 20. et addendo, [tatim fit

Q=xzx Taa + nybb-l— zz2cc+ etc. 4 2xy Talb

+ cxz’Zac-l-nyzEbc-} etc.+ sxXal4 ay X bl
+sz2Zcl4ete. + X

quae eft forma prima.

Multiplicando easdem aequationes refp. per 2, 2,"-v" etc., et .

addendo, obtinemus:
Q=fx+ny+dz+ etc. +lo4+ Vv +1"d" + etc.
atque hinc, fubliituendo pro v, v,” v” etc. exprelliones in art.
praec. traditas,
/ Q:é:c-F 1y + {2 + etc. — AE—Bq-ng'— etc. +M
Gue
Q=¢(z—d) +1(y—B) +¢(z=C) + etc. -+ M
quee eft forma fecunda
Subftituendo in forma fecunda pro x — A, y-—B z—Ceto.
_exprelliones VIL art. a1, obtinemus formam tertiam :

Q=[aal EE+(BB 11 + [y7123 + etc. +8[uB]£n
+2layléd+o[Bylnd + eto. + M. .

His adiungi poteft forma quarta, ex forma' tertia, atque formulis
art. praec. (ponte demanans: ,
Q=@—A2+@—1")+ (v"— N’)’+ etc. + M, fue
Q=M+ Z{v—A)*? ' ‘
quae forma conditionem minimi directe ob oculos ﬁfut.

‘28, .

.

Sint e, ¢, ¢” etc. errores in obleruationibus, quae dederunt

v=L, v'=L’, V"—L” etc. commilli, i. e.Aﬁnt valores veri
functionum 7, 7', V" etc. refp L-—e, L'—é, L"—¢" etc. adeo-

que valores veri 1pfarnm v, v, v’ etc. relp. —evV'p, —€Vp,
.~ ' Es

~
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— "V p” ete. Hinc valor verus ipfius 2 erit = A—aeVp
- —a vy —d Ve’ etc., fiue error valoris iplius =, in de-
, terminatione maxime idonea commxﬂ'us, quem per Ex denotare
conuenit, ’ . '
=aeVptaevp+ae vy +etc.
. Perinde error valoris ipfius ¥ in determinatione maxxme xdonea
' commiffus, quem per Ey denotabxmus, erit
=BeVp BV HB VY + ot
Valor medius quadrati (Ex)? inuenitar = mmp (aa + o o
. + o’ a”+ etc.)=mmp [aal; valor medius quadrati (Ey)? per-
- inde =mmp[BB] etc,, vt iam [upra docuimus. Iam vero eliem
valorem medium producti Ex.Ey affignare licet, quippe qui in-
venitur : - ‘
=mm p(ng + “',B, + o 4 etc.y=mmp[« 3]
Concinne haec ita quoque exprimi poﬂ'unt.. Valores medii qua-
dratorum (Ex)2, (Ey)? etc. relp. aequales funt productis ex
Jmmp in quotientes diﬁerenﬁaliunzqartiélium fecundi ordinis
4dQ d4dQ | |
, &4 ' Ay .
valorque medxus producu tahs, vt E x. Ey, aequahs eft producto

'ddQ) -
ex 5mmp in quotientem ¢ dxﬂ'erennalem -d——g dy’ quatenus, qun

/

etc. 4 : ‘ '

dem tamquam functio indeterminatarum Ev-’l’ ¢ etc. com-

.ﬁderatur, ) _ e U
T ' ; 29, '
Deli gnet ¢ funcnonem datam lmearem quanmatnm x, T zete. '
- . ) . . .
puta lit ' 2

t=fx+ gy+ hz + etc + &
Valor ipfius ¢, e valoribus maxinte plaufibilibus 1pfamm x, y, z etc.
Sprodiens hinc erit *-’le + bB+feC+ etd, + A, quem per K
ot denotabimus.  Qui f tamq(mm valor verus lpﬁus ¢ adoptatur; er.
‘YOrT commxtmnr* qm erit * — - R IR KT I 17 SR

o —[Ex+gEy+IaEz+ew. o

-
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stque -per E¢. den'o'abitur.' Manifelto valor medius huius erroris
fit — o, fiue error a parte confiante liber erit. - At valor medius
quadrati (E¢)?, fue valor medius aggregati o
[f(Ex)*+ ofgEx.Ey+ s fhEx.Ez 4 etc. T
+g (Ey)*+4-ecghEy.Ez 4 etc.
+ hh (Ez)? + etc. etc.
per es, quae in art, praec. expoluimus, aequalis fit producto ex..
mumip in aggregatum '
“ffleal+sfglaBl+ efh[ay] + etc
+ 56(BB1+3gh[By]+ et
4 hh[yy] + etc etc
fue producto ex mmp in valorem functionis, { — M, qui
prodit per fubliitutiones

E=f. n=g, {=hete. ‘ S -
Denotande igitur hunc valorem determinatum, funcuoms Q—Mm
per w, error mednqs metuendus, dum determinationj ¢ =K adhae:
remus, erit =mV p w, fiue pondus huius determmauoms --i—.

Quum mdeﬁmte habeatur .Q,-M—(:c A)E+(y—B)y

+(z— C)§+ etc. ’ patet, w quoque aequalem .efle valori deter.
minato exprellionis  (z — 4) f + (y—B)g + (z—C)h + etc.,
fue valori determinato 1pl'us t— K, qui prodxt fi indetermina-
tisx, y, zelc tribuuntur valores ii, qui re[pondent valonbns .
ipfaram £, 4, { etc his f, g, k etc.

Denique obferuamus, L ¢ indefinite in foﬂmm functionis
Iplarum 5 2 g etc. redxgatur, ipfius partem. conﬁantem necessa-
rio fieri ='K. * Quodf igitar indefinite fie . °

t=Ff 4+ Gy+ HS+ etc. 4+ K o

ait w=fF+ gG + hH + etc.

~ ‘.

3“ - ~ - '.' t
Functio Q) valorem foum abfolute miniaum M, vt fupra vi-
dimus, neancifcitur, faciendo x=4, y=B, z=C elc,, lue 5—
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y=o0, {=aetc. Si ve’ro'aliéiii ildrum. quantitatum .valor alius
iam tributus elt, e. g. x_A-i- A, variantibus. reliquis” () aﬂ’equb
" poteft valorem relatiue mioimum, qm mamfeﬁo obt.metun adius
mento aequauonum - L R

- dQ) aQ -
‘x...d-t-A, dy O,E—oetc

Flcn debet uaque =0, {=o etc., adeoque, quomam 2= A

+[aalé +[¢3]’1+[¢7]§+ etc., E— -[--A-—]- Slmul habebxtur

[(«8]4 Bl1A [ay] A
y=B+ T3 [ “] °’ C + [“ 2] etc. .
Valor relanue minimus ipfius Q aatem fit =[aa] £§ + M
AA
, [aa]
mitem praeflcriptum M 4 u'u pon fuperare debet, valorem ipfius
x necellario inter limites 4 — uv' [awa] et 4 F uV [da] ‘contens
tum efle debere. Notari meretur, 4 [¢a] aequalem fieri errori
medlo in valore maxime plaufibili 1pﬁus x metuendo, fi ftatuatur
p=mvy p, i e.'fi s aequalis fit errori medlo obfexuauonum ta-
lium, quibus’ pondus = 1 tribuitur, ’ :

=M + Vice vgrfa hinc colllglmusl, ﬂ valor ipfius QQ ll-

Generalius nngeﬁxgemus ‘valorem minimum ipfius .Q, qu{
pro valore dato ipfius ¢ locum habere potelt, denotante ¢ vt in v
“art. praec. functionem linearem fx + gy + hz+ ctc. + k, et
_ cuius valor maxnme plaufibilis = K: valor praefcrnptus lpﬁus ¢
denotelur per K+x 'E theoria maxlmorum et minimorum con.
Rat, problemam foluuonetn petendam eﬂ'e ex aequauombus
dQ '
dx ~ 0_

[-¥)
(8]
Sy
)
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. . . | .

five £=0f, n=0g. {=0h etc., delignante § multiplicatorem ad-
huc indeterminatum. Quare fi, vt in art. praec.,, [latuimus, efle
indefinite '

t_l;'£+6q+H§+ etc.-]—K

habebimus
K+x=9(fF-|- gG+hH+ etc. ) + K, fiue
9_._

w

accipiendo w in eadem fignificatione vt fin art. praec. Et quufn
Q - M, indefinite, fit functio homogenea fecundi ordinis in-
determinatarum. &, y, ¢etc., [ponte patet, eius valorem pro
E=0f, n=0g, = 10h etc. fieri =09%w, et proin valorem mini-
mum, quem QQ pro t=K+4x obtinere potelt, fieri =M 4 09w :

=M + ,—‘5 .Vice verfa, fi {) debet valorem allquem~praefcnptum

M+ u pu non fuperare, valor iplius ¢ neceffario inter limites

K-uvwet Kt puvVa coutentus efle debet, vbi uVv w aequalis

fit errori medio in'determinatione maxime plaufibili ipfius ¢ me-

tnendo,.ﬂ pro s accipitur error medius obferuauonum, quibus
pondus =1 trlbmtur. S
3I.

Quoties multitudo quantitatum =, ¥, z etc. paullo maior eft,
determinatio numerica valorum A, B, C etc. ex aequationibus
£=o, n=0, {=o0 etc. per eliminationem vulgarem fatis molefia
evadit. Propterea in Theoria Motus Corporum- Coeleltium art.
152‘_a1gorithmum, peculiarem addigitanimus, atque in Disquifi-
~ tione de elementis ellipticis: Pa'ladis (Comm. recent, Soc. Got-
ting. Vol. L) copiole explicauimus, per quem labor ille ad tane
tam quantam quidem res fert fimplicitatem euehitur. Reducenda
fcilicet eft functio €2 [ub formam talem:
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3 + > + T + D7 + e:c.-j-M

vbi dunfores Ao, B, €, D” etc. funt quantitates detetmmatae-.
u°, ¥, u’, ¥ etc. autem ‘functiones lirreares’ ﬁpl’arum ‘x, ¥, z etc.
' quarum tamen fecunda i’ libera eft ab x, tertia u” libera ab x et

4', quarta libera ab x, y et z, et fic porro, ita vt yltima 2"~
folam vltimam indeterminatarum x, ¥, z etc. implicet; denique
codﬁcwmes, per quos x, ¥, z etc. vefp. muluphcatae [unt io u°,
¥, W’ etc., telp. aequales funt ipfis- ‘2£° B, G" etc. Quibus ita
" €actis ﬁamendnm eft uw=o, v =9, i '=q, 1’ = o etc., vnde va-
Jorés incognitarum x, y, z elc. inuerfo ordine commodiflime eli-
cientur. Haud opus widetur, algorithmum ipfum, per quem
haec transformatio functionis £) , abfoluitur, ,bi;é. denuo repetere,
' .
Sed multo adhuc magis prolixum calculum requirit elimina-
tio indefinita, cuius adiumento illarum determinationum pondera
~inuenire oportet. "Pondus quadem delermmauoms _incognitae vl- .

timae (quae fola vitimam z{" - mgreduq{) per ea, quae in
Theoria Motus Corporum Coelefiium demonfirata {unt,’ facile in~
venitur aeguale termino vltimo in ferie diviforum ¥°, D', € etc.§
quaproptes plures calculatores, vt eliminationem illam moleftam
eultarent, deficientibus aliis fubfidiis, ita fibi conluluerunt, vt
‘algorithmum de quo diximus pluries, mutato gquaotitatum x,
¥, z etc., ordine, repeterent, fingulis deinceps ylimum locum
occupantibus. Gratum jtaque geometris fore [peramus, fi mo-
dum nouum pondera determinationum calculandi, e peniti'bri
argumenti perfcrutatione hauftum hic exponamus, qui mhxl ams
plius defiderandum relinquere yidetur,

32,
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. 32,
Statuamusg itaque elle (I)
w=Yox 4 Boy H E°z 4 ete.  §°
u = D'y + € z4 etc. + ¢
u'= € z+4 etc. - ¢
etc. :

. Hinc erit indefinite
34Q=¢dx 4 9dy + Jdz 4 et

uodue uwdd uWdu”

"-‘-"‘2[0 +""§?’ + "—@,—-i- etc.
=u® (dx + %gdy + %o dz+ etc.)

~

'OBNOXIAE. 41

+u(dy+ g dz 4 e;c)-l-u (dz+etc)+etc.

vude colligimus (II)

-e—u° .

o

"i—’ 2[0 u°+u’

g—' “-“°+m'u+¥"

etc.

Supponamus, hinc deriuari formulas fequentec (111)

~

uw=¢
i =d
u’I=A'I£+EI”+§
etc.
Iam o differentiali completo aequationis

Q= &(x—4)+n(y—-3)+§(z—-0)+ etc. + M

fubtracta aequatiome- .. . D
1dQ = .{;’dz-{«qdy + gdz +,eto,
feqnitur

$dQ= (ac-—A)d£+<y—B)dn+(=—0>d§+ew

1



\
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quae —expreﬁio identica efle debet’ cum hac ex III demanante:

Y AE+ g (AT ant A By 4 Q) et

”

" Hinc colligimus (LV)
u® p i P 4
2z + M.t A gt et

ul ' ulr, .
y= Q—57+B’.—€-—”+etc.’+B
- un' ' ‘ E
z= . —@,—{- etc. +C -
- etc. L :

Subfiituendo in his expreffionibus pro u°, v, u’ etc. valores ca-
rum ex 1Il depromtos, eliminatio indefinita abfoluta erit. Et
quidem ad pondera determinanda habebimus {V.)
. AL A4 AL
[eal=75+ 5 + &~ T B + e
v BB BB |

[BB]:— D + o + T + ete.
: ) 1 c’ " ’
lyyl= T + S -+ €tc.
etc. '

quarum formularum fimplicitas nihil defiderandum relinquit. Ce-
terum etiam pro- coéfficientibus reliquis (B8], [ay], [By] et

 formulae aeque fimplices prod‘eunt, quas tamen, quuni illorum
vfus fit rarior, hic apponere fuperfedemus. L "

_ 33. v
Propter rei grauitatem, et vt ominia ad calculum parata fint,

_etiam formulas explicitas ad determinationem coéflicientium A,
4", A" ete. B', B” etc. etc. hic adfcribere’ vilum eft. Duplici
modo hic calculus adornari potelt, guum aeguationes identicae
prodire debeant, tum i valores ipfarum u°, u', u” etc, ex IlI
depromti in II fubftituuntur, tum ex fubltitutione valoru
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ipfarum &, %, Jetc. ex II in III. Prior modus haec formularum
fyltemata fubminiftrat:

! 58 5z +4=o0

€° - &
2‘0 + u/~A + 44".;.0
mo ml . ml’ , .
uo + %I A + cu 4 +Am=0
etc. vnde inueniuntur A', 4", 4" etc. B
% 4+ B'=o0
m’ bl’
%( + @I’
etc. vnde inueniuntur B”, B” etc.

D
—€7;+d =0

B'4+B"=o

etc. vnde inueniuntur C” etc. Et fic porro.

Alter modus has formulas [uggerit:
Yo A 4+B°=o0
vnde habetur 4’
Ao 4"+ B°B" + €°o=o
/ DB +€ =o
vnde inueniuntur B” et 4"
uodlll+moyll+ €°d"+ mo_o
R B"+€C C" + D =0
@II CI” + mll —=o0
vnde inueniuntur. C"”, B'" -A". Et lic porro.
Vierque modus aeque fere commodus eft, i pondera determina-
tionum cunctarnm x, ¥, 2z etc. defiderantur; quoties vero e quan-
titatibus [aa], [BB], [7y] etc. vna tantum vel altera requm-
tur, mamfelto fyftema prius longe praeferendum erit.
' F s
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~

Ceterum combinatio aequationum I cum IV ad eatdem: for-
mulas perducit, infuperque calculum duplicem ad eruendos valo
res maxinre plaufibiles 4, B, C etc. iplos fuppedutat puta przmo

' io s’ ‘" i” . e 2”" ' )
. s/ ”i 2» L . sﬂ/ . -
B= "%“T B *G———.B, mw —etc."
. ‘ 4 ) i” - . 's’" - " o
C= - - -C 7 — et
etc. . : * |

Calculus alter identicus elt cum vulgan, vbi ﬁatuitur u° =o,
w =o, u = 0 etc.’

oy

34

Quae in art. 3¢. expofuimus, f[unt tantummodo cafus [pe-
c1ales theorematis generahons, quod ita fe. habet. '

THEOREMA. Def ignet t funchonem linearemn mdetermmatarum
x, ¥, z etc, hanc
t...fx-]-gy-'—hz-l—etc.-l—ls oo ,
quae transmutata m ]uuct:onem lndetermmatarum' u®, A u " ete. ﬁag
t=kou® + Ku' 4+ K'u’ + etc. + K
Quibus ita fe habentibus erit K valor maxime plauf’bxhs )pf‘us ¢,
“atque pondus hyius determinationis
1 " o
TUKK® L BDKK + €WK + eto
Dem. Pars prior theorematis inde patet, quod valor n;ax’i-
me plaufibilis ipfius # valoribus u® =0, v'=0, u”"=o0 etc. refpon.
dere debet. Ad pofteriorem demonltrandam obferuamus,: quo-
niam (dQ=Fdx4ydy 4 Jdz -4 etc.; atque dt =fdx + gdy
+ hdz 4 etc., elle, pro £=f, 1=g,; {=h etc., mdependemer a
valoribus differentialium da;, dy, dz etc
- dQ =ade _ -
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Hiac 'vero [equitur, pro iisdem valoribus: E—- f =g, g_h etc.,
. feri - ’ '

2‘@du +%d +€,,.du"‘+ etc. = k°du® -]-kdu

K'du" + ete. : SR

- Jam ‘facile perfpicitur, fi dx, dy," dz etc. [int ab inuicem inde-

pendentes, etiam du®, du’, du” etc., ab inuicem independentes

elle; vnde colligimus, pro £=Ff, n;g, g h etc. efle
wo =Yk, '=VDU, u' = C k" et '

Quamobrem valor ipfius 2, iisdem valonbus refpondens erit
=AAke + BKK + €K'k’ 4 etc. + M.

vnde per art. 29. theorematis noliri veritas protinus demanat, .

Ceterum i transformationem functionis ¢ immediate,"i 'é:
absque cognitione fubfiitutionum 1V. art. 38, perficere cupimus,
pracfio funt formulae: - et

f Ao ko .

g=Bko + VK o o

h=@Coko 4+ CK 4 €K -
etc., vnde coéllicientes k°, k', K" etc. deinceps determmabuntur,
tandemque habebitur : o

. K==k —={K =k — etc.
\ 35

Tractatione peculiari dignum elt problema fequens, tum
propter vtilitatem practicam, tum propter folntionis concmmr
tatem. ) .
' Tnuenire ‘mutationes valorum maxime plaufibilivin i}zcogﬂit&-
_rum ab acceffione acquationis neuae productas, nec non pondera

nouarumn determninationum. C
Retinebimus' defignationes in praecedentibus adhibitas, ita
vt aequationmes primitiuae, ad pondus = i reductae, [int hae
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‘v=o0, v =0, v'=o0 etc.; aggregatum mdeﬁmtum vo} v

+ v"v" etc. = 2; porro vt f, 1, & etc, fint quouentea diffe.
rentiales partiales :

d) dQ dQ
esdx’ esdy’ odz

etc.

denique vt ex eliminatione indefinita fequatur

s=Ad+[calé+ (2B)n+ [ay]d+ ete. |
y=B+[aBlE+ [BB] 1+ (By1+ et (1)
z=C $lay)E+{Byln+yv]d+ et y _
Tam fupponamus, accedere aequationem nouam v* =0 (proxime
- yeram, et cuius pondus = 1), et inquiramus, quantas mutationes
hinc nacturi fint tum valores incognitarum maxime plaufibiles
4, B, C etc., tum coéflicientes [ ], [a3] etc.

_ Statuamus &1 + v*v* = Q°,
dQ*. d Q* dQ*
edx " ady =% adz =.§* etc.

fupponamusque, hinc per eliminationem fequi
I L S [aa“]&“ + [aB*}n‘ + [ay*]1 ¥ ete.
Denique fit -

o* :—.fx-]-—gy«l—hz -+ etc. 4 k
prodeat mde, fubftitutis pro x, y, z etc, valoribus ex (I),
=FE+ Gy+ H+ eto. + K

: ﬁatuamrquc Ff4+ Gg+ Hh + etc. = w.

Manifelto K erit- valor maxime plaufibilis functionis v¥, qua-
tenus ex aequationibus primitiuis [equitur, fine relpectu valoriso
. ~ - '
- . . ) . 1 epe
quem obferuatio accefloria praebuit, atque — pondus iftivs de-
- w L -
terminationis.

Iam habemus

E &+, t*=nt gv*, §*—§+hv“ etc.

adeoque
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F&*+ Go* + HQ* + etc. +K=v*(n+Ff+Gg+Hh+ ctc.)
fue o p£'+G” + U + ete. + K

. l-I- w ’ .
Perinde fit
z=d+[aall + [«Blr*+ [ay]* + etc. — v* (f[aa]
© tglaB]t+h[ay]+ etc)

"A+[aa]5"+[aBJn + [av]$* + et —Fv‘

=4+ [aa]£*+[aB]n + [yl + ete. —-——(Fé“
4 Gyt 4 ete. +K)
Hinc ‘itaque colligimus .
IFK
A* = 4 — Fe » qui erit valor maxime plaufibilis iplius
- xex ommbus obferuationibus;

" FF
[_uu‘]’—f-[aa]— TFe

adeoque pondus iltius determinationis : .
- . :

T
[au]-l-l-w

Prorfus eodem modo inuenitur valor maxime plaufibilis ipfius ¥
omnnibus obferuationibus fuperltructus

B =B - GK

— — 1 + w i
atque pondus huius determinationis
1

GG : - T
[BB]—,_H, :

et fic porro. . O. E. L

Liceat huic “folutioni quasdam annotationes adncero

1. Subfiitutis his nonis valoribus 4*, B¥,

Cc* etc., functio
v* obtinet valorem maxime plaulibilem '
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- x -
K—-——(Ff—l—Gg-,—Hh-]-etc)——_r;, E‘t’qm_xm
indefinite fit : ; o
G
— *
; R v* l—{—wé l+w' l+w§-]—etc+

pondus iftius determmauoms per prmcxpxa art. 89, eruitur
) _
, Ff+Gg+Hh+ eto. }.T""
Eadem immediate reflultant ex applicatione regu]ae in fme art. o1,
' traditae; fcnhcet complexﬂas aequationum’ pmmmuamm praebuerat

1
determmauoncm 2*=K cum pondere —=—/, dein obferuauo no-
. @

va dedit dctermmanonem allam ab illa independentem, v¥=o, cum
K' .
14w

pondere =1, quibus combinatis prodat determmauo v* =
cum pondgre = -‘;- + 1.

1L. Hinc porro fequitur, quum pro x = 4*, v = B¥, z=C* etc.

efle debeat £¥*=o0, 7*=0, {*=o0 etc., pro iisdem valoribus fieri
/K gk hK

o EBE e T T i ST e

nec non, quoniam indefinite Q= E(x— A) + ,,(y —-B) +g

(z— C) + etc. 4 M,

.
K

KK \ v KK
=T e G o =
Q Gtw )2( Ff+Gg+ h+etc)+M M+( o
denique, quoniam indefinite Q*= Q) + v*v¥, )
Q=M wKK + KK —m 'KK :
= +(l’+'w)"< ‘(l+w)2 + "+:;

IlI. Comparando haec cum iis quae in art. 30. docuimus,
apimaduertimus, functionem ) hic valorem minimnm obtinere,

w“ . . . K ’
"quem pro valore determinato functionis v*= PR accipere poteft.
, - : w '
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o 36.

‘Problematis alius, - praecedenti affinis, puta

Inuejhgare mutationes valorum maxime plauf bilium incognis
tarun, a rmutato pondere vnius ex obferuationibus primitiuis oriun-
das, nec non pondera mouarumn determinationum
lolunonem tantummodo ‘hic adfcribemus, demonfratior;em,
quae ad inftar art. praec. facile abfoluitur, bremtaus caufla fup-
primentes.

Supponamus, peracto demum calculo animaduerti, alicui
obferuationum pondus feu nimis paruum, feu nimis magnum
uibutum efle, e. g. obferuationi primae, quae dedit #"=L, loco
ponderis p in calculo adhibiti rectius tribui pondus = p*, Tuné
haod opus’ erit calculum integrum repetere, fed commodius cor-
rectiones per formulas [equentes computare licebit.

Valores incognitarum maxime plaufibiles correcti erunt hiz

_ (r*+plai :
z=d T p+(p*—p)(ac+bB+cy 4+ etc)

' (p*—p)BA '
Y= B P —plaa+bB T oy few)
T (p*=p)yr '
2=C— 27 1) (aat bt ey ety

etc. ponderaque harum determinationum muementur, d:uldendo

vaitatem refp. per

(p*—plaa
[ea]= (v —p) (aa + b3t ey T ete)
. (P*—p'B3
(631 — pr(pr-p)aatb3+cy fec)
(p*—=pivy etc.

, tvel = p+ (p*—pl)(aa+b5+ cy + etc.)
Haec folutio fimul complectitur calum, vbi peracto calculo per-
cipitur, vpam ex obferuatifhibus omnino reiici debuille, . quum

hoc idem fit ac L facms p*‘ 0; et perinde valor p* = « refer-.
G
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tur ad cafnm ‘eum,. vbi aequauo. V=L, quae in calculo tam-
quam approximata . tractata erat, .reuera praegﬁona 1 abfolute
gaudet. - N s v sl

. Ceterum quoues vel aequanombus, qmbus calculus [uper-
fiructus erat, plures mouae accedunt, vel plaribus ex illis pon=-
dera erronca tributa efle percipitur, conpputuS correctionum . ni-
mis complicatus euadzret; quocirca in tali cafu calcnlum ab imj

tegro relicere praefiabit. ' B

C . 37 . ' -

. In art.15, 16, methodum explicauimus, obferuationum praée.
cifionem proxime determinandi *). Sed haec methodus: fupponie,
errores, 'qui reuera occurrerint, [atis multos éxacte,_ eognitos
efle, quae conditio, firicte-loquendo, rariflime, ne dicam nume
quam, locum habebit. Quodli quidem quantitates, quarum va-
. lores approximati per obferuationes innotuerunt, fecundunf le-
gem cognitam, ab vna pluribusue quanutaubus incognitis pen-
‘dent, harum valores maxime plaufibilcs per methodum quadra-
torum minimorum eruere licebit, ac dein.valores quantitatum,,
quae oblervatipnum’ obiecta fuerant, illiic computati perparum
a valoribus veris dilcrepare cenlebuntur, ita vt iplorum differen-
tias a valoribus obferuatis eo maiori iure tamguam obferuatio-
num errores veros adoptare liceat, quo maior fuerit harum maul.

titudo. Hanc. praxin fequuti [unt omnes calculatores, qui obfer«
vationum praecififfiem in cafibus concretis a polieriori aefltimare
fufceperunt: fed manifefio illa theoretice erronea eft, et quam-
quam in calibus multis ad vfus practicos fufficere poflit, tamen

*) Disquifitio, de eodem’ argumento, quam in commentatione anteriori
(Zeitfehrift fur dfironomie und verwandte J¥ifJenfchaften Vol. I,
P- 185.) tradndenmus, eidem hypotheli circa indolem functionis
probabilitatem errorum exprimentis innixa erat, cui in Theoria mo-
tus corpornm coeleltium methodum quadratorum minimorunr fupey-.
ftruxeramue (vid. ast. g, IIL).

.
-
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in aliis enormiter peccare potelt. - Summopere itaque hoc argu-
mentum dlgnum .elt, quod’ accmanus enodetur, "

1]

Retinebimus in hac disquilitione defignationes inde ab
art. 19. adhibitas. Praxis ea de qua diximus, quantitates 4, B,
Cetc. tamquhm'valorea veros ipflarum’ =z, y, z conliderat, et pro-
in iplus A, A, A" etc. tamquam .valores veros functionum v,
2/, v etc.  Si omnes obferuauones aequali ~ praecifione gaudent,
ipfarumque pondus p=p’ =p" etc. pro vnitate acceptum elt, eae-

.dem quantitates, [ignis mutatis, in illa fuppoﬁtione obferuatio-"

num errores exhibent, vnde praecepta art. 15, praebent oblerua-
llonum errorem medium m
AN 4+ AN -I- AN+ ete.

_w =vZ
w : ) o

- N -

Si obferuationum praecifio non ¢ft eadem, quantitates — A, — A/,
— A" etc. exhiberent obleruationum -errores per radices quadra-
tas e pondenbus nmluphcalos, praeceptaque art.16 ad eandem

M :
formulam v - perducerent, iam errorem medium talium obfer-

vationum, quibus pondus = 1 tribuitur, denotantem. Sed ma-
nifeflo calculus exactus requireret, vt loco quantitatum A, Ay,
N’ etc. valores functionum v, o', v” elc. e valoribus veris ipfa--
um x, y, % etc. prodeuntes adhiberentur, i.e, ]oco;ipﬁus M, va-
lor functionis &) valoribus veris iplarum «x, Y, % etc. repondens.

: Qili quainquam alligrari nequeat, tamen certi [umus, . eum elfe

maiorem quam M (quippe qui eft minimus pollibilis ) e\cqnendo v
cafum infinite parum probnbllem vbi incognitarum v.xlou‘s
naxime planfibiles exacle cum veris quadrant. In genere lmque
aﬂicmare pollumus, praxm vulgarem errorem medium iulio i-
norem producere, five obferuationibusg praecifionem nimis nias
gnam tnbucre. deeamus iam, qu;d doceat theoria rigorofa,

? ' Gs
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S - - 38 )
Ante omnia inueftigare oportet,” quonam modo M ab ‘obfer-’

vationum erroribus veris pendeat, Denotemus hos, vt in art. 28,

per ¢, ¢, ¢’ etc., fatuamusque ad maiorem fmplicitatem

"eVp=e¢, €V p=¢, € Vp'=¢elc., nec non -
myVp=w v p=w"vp’ etc. =u ,

Porro. fint valores veri ipfarum =x, y, z etc. iefp. A—x°, B—y>°,

C — z° etc., quibus refpondeant valores ipfarum &, y, { etc. hi

—g°, —9°, —§° etc. Manifefto iisdem refpondebunt valores

iplarum v, v/, v” etc. hi —~s. — ¢, —¢&" ete. ita vt habeatur

£°—ae+ae + . a" ¢ 4 etc. :
=be4 be 4 b + ete.
§° ce +ce + "¢’ 4 ete.

etc. nec non

...aze-l—as +a e"-l- etc,
yo=Be+ B¢+ B + ete.

" on

P =get v + 4 + et o -
Denique ftatuemus
O—=get e+ &€ + elc. .

ita vt ﬁt )0 aequalis valori functionis ) valoribus veris ibfa-
ram x, ¥, z etc. refpondenti. Hinc quum habeatur indefinite '
Q=M+ (x—4)E+(y—B)n+ (2—C) {+ etc., ‘erit etiam
M= Qo—x°é°—y ] —z.°§°—- etc. }
H‘mc manifeftum eft, M, euolutione facta efle funcnonem ho-
geneam fecundi ordinis errorum e, ¢, €’ etc., quae, pro dmerﬁs
errorum valoribus maior minorue euadere potent. ~ Sed quate-
fus errorumn magmtudo nobis incognita manet, functionem hane
indefinite confidcrare, imprimisque fecundum principia calculi
probabilitatis eius valorem medium aITgnare conuemet. Quem'
inucniemus, 1 Joco quadratorum ee, €'¢, &”¢” etc. reflp. fori-
bimus mm, nim’, m“m’ etc., producta yero eé, ee”, ¢ ¢ etc.



THEORIA. COMBIN. OBSERV. ERRORIBUS MINIM. OBNOXIAE. - 53

omnino omittimus, vel qhod idem eft, i loco ’éuiusuis'quadrali
sc, &€, €€ ete, feribimus upu, productis e¢’, gg” & &” etc. pror-
fus neglectis. Hoc modo e termino 2.° mamfeﬂo prouemt LT H
terminus — x° £° producet
—(aa+da' +a"a" + etc)#u——##

et fimiliter fingulae partes relignae pracbebunt — pyu, ita vt va-
“lor medius totalis fiat = (w— ¢) uu, denotante o multitudinem
“obferuationum, ¢ multitudinem incognitarum. Valor verus quidem
ipfius M, prout fors errores obtulit, maior minorue medio fieri
potelt, fed dilcrepantia eo minoris momenti erit, quo maior
fuerit obferuationum multltudo, ita AL pro valore apprommalo
iplius 4 accipere liceat

Mm_ | -

-
Valori ltaque iplius u, ex praxi’ erronea, de qua in art, praec.
loquuti fumus, prodiens, augeri debet in ratione quantitatis

Y(r—p) ad V=

39. X
“Quo clarius eluceat, quanto iure valorem fortuitum ipfius,
‘M medio aequiparare liceat, adhuc inueliizare opoitet errorem -
] . M a
mediom metuendum, dum ﬂatmmus —-— = mm. llte error
% _
medius “aequalis eft radici quadratae e valme medio uantitatis

<Q°—-x°£°—y 7% —2° {0 — etc. —(mw—g)mm
- )

\

quam ita exhlbebxmus

<Q°-—x°5°—y 7° —-z°?°--elc.>
=

: 2
__'UM_CQO_ono_yo -0 S —etc.—-(ﬂ‘-g)#}‘)"'

_et quum manifello valor medius termini fecundi ﬁat =0, res in
¢o vertitur,’ vt mdagcmus valorem medium functionis
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W= (QO- o — oy — 00 —ete)r
quo inuento et per N deﬁgnato; error medius quaefitus erit

‘ —V.<(1r—g)_2—”>

Exprefﬁo '3 euoluta mamfefto eft functno homogenea
five errorum e, ¢, ¢’ etc., fiue quantitatum ¢, &,e etc., eius-
que valor medius inuenietur, fi

_ 1° pro biquadratis e4, e“, ¢'* etc. fubfiituuntur eornm
valores medii

Y

.8° pro. ﬁngulis ‘productis e binis quadratis vt ee€'¢,
” " AR

eec’ ¢, ¢ €€ ¢ etc. producta- ex ipforum valoribus mediis,
puta mmm’ wm'y mmw’ w”, wm wm' m" " etc. - ’

3° partes vero reliquae, quae implicabunt vel factorem
talem- ¢? ¢, vel talem eecc'¢”, dmnino omittuntur. Valores
medios biquadratorum e4, ¢'4, &’4 ctc. ipfis -biquadratis m®*,
m'4, m"”4 ete. proportionales fupponemus (vid. art. 16), ita
vt illi fint ad haec vt p4 ad u4, adeoque y* denot‘et- valorem
medium biquadratorum obferuationum tahum quarum pondus
=1. Hinc praecepta praecedentia ita quoque exprimi poterunt:
'Loco fingulorum biquadratorum ¢4, &'+, &'+ etc. [cribendum erit

loco ingulorum productorum e binis quadratis vt g €,
ece' &y, €€ ete., .feribendum erit u4, omnesque reliqui ter-
mini, qui implicabunt factores tales vt &3¢, vel gee'c”, vel

‘ee'e" " erunt fupprimendi.
His probe intellectis facile palebxt
1. Valorem medium quadrati Q.° Q0 efle vyt (71’11’—-11)#

II. Valor medius producti gex®£° fit =aayt + (dd
+ a"a” + etc.) u¢, fiue quoniam ag +a'a’ + a”a” 4 eto. =1
=aa(vt—pt) + p ' ( '
Et quum perinde valor medius producti & ¢ a‘.° £° ﬁat
, L4



THEORIA COMBIN.” OBSERV. ERROﬂBUS MINIM, OBNOXIAE. 55

U d

| Ab'v & (94— f;")’_l- nd 4, yalor medius’ producti ¢” " x° ot autem
=a’a’ (vt — ,;4) + p“ et fic porro,- patet, valorem medium pros
ducti (ee+ & & Cpehs” e eke.) 10 £ fine 20 w0 g0 effe-
= p4 — #4 + .n«# - 3 :

Eundem valorem medaum habebunt produrta Q"y 2%, oz o
etc. Quapropter valor medxus producn ,Q,° (x £° .:]_ y© #°
+z200° + etc. ) fie :

T = +9(7r—- 1)

III. Ne euolutiones reliquae 'nimis prolixae euadant, idonea
denotatio introducenda erit.  Vtemur itaque characteriftica 2 fenfu
' ahquantum latiori quam fupra paflim ‘factum elt, ita vt denotet
aggregatum termini, cui praefixa elt, cum omnibus fimilibus fed
pon identicis inde per omnes obferuationum permutationes oriun-
dis. Hoc pacto e, g habemus x° =X ae, x°x°=Zaace
48X aca g6. Colligendo itague valorem medium producu'
x°x0 £0 £© per. partes, habemus prinio valorem medium producu

aaeel? & ,
. -—aaaav‘+aa¢(aa +a"a" + etc),‘
_.aaoca(v“—p“)—l-cca,u Saa |
Pennde valor medius producti a’a’¢’¢’ E° £° fit=a'd o' a' (v4— u*)
4+ dadu*Zaa et lic porro, adeoque valor medius producti
féeSaace ' '
' ‘ —(v4—p‘)2aaaa+p42.aa Zaa
Porro valor medius producti ae'ce’ £0¢° fit = 2 e’ aal ut, va-.
“lor miedius “producti c o’ e &” £°£° perinde = 2aa”aa” 4 etc.,
vnde facile. concluditur,. valorem medium producti £°£° S aa'ce
fieri ) A o
=autSaadad=put ((Saa)® —Znaaa)=p*(1—Zaaaa)
His collectis habemus valorem medium producti x°=x° £° £°
=(vt—3ut)Zagaatout +u* ZTaa. Sxa. h
: H
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< IV Hand ablimili. mogde; inuenitup vplq,r -me«hu& prodhcu
£° S PR PE S ST CIR VA B ..(;.

=yt Sabe B +utSeak § dm‘zdbqﬁ +mzqab d

EaubB-—Eaa EbB EaabB

Saba'F=Zab. 2::6 —Zabafl -

EaBbu_EaB Eba-—ZaBbu

I . vnde valor ille medius fit, propter Eaa—l Ebﬁ_n EaB_o,

Ebct—- o,
—cyu-zmzabam ut (1 Zab TaB)

V. Quum prorfus eodem modo valor medius ptoducn
x°2z° §° &° fiat .
.-(v‘-s,u‘)Eacu*y + ut (2 +2ac.2wy)

- et fic porro, additio valorem medium producn x° é"(xo £o+y 2®
-+ 2°¢° 4 etc.) fuppeditat

—(v‘-zy“)z(ad(au-i-bB+0‘>'+et°)) + (p+1)ut
+upt(Zaa.Zae +Xab.ZaB + Sac. Ty I etc)
=(vt— op‘*)z(aa(ao:-!—bﬁ-l-cy-l-etc.))+(9+,),,

VL. Prorfus eodem modo valor medius producti O u° (x°f°

- +z° $° + etc.) eruitur .

=t —5u)S(bB(aa+bB+ cy 4 el0)7+(9+ o)

- dein valor medius producti z° {°{x°Z° 4 2279 4 20 &+ etc.)

___(,,4_3#4)2(c7(au+i?43+“)’+em)) +(p+ o) put

et fic porro. - Hinc per additionem prodi valor medius quadrati

(=082 +5°9° +2°8° + ete)?
_(04—3/.4 /2((a¢+bﬁ+"7+ew)“)"‘(??"i"’f\

VIL- Ommbua tandem rite collectis eruitur

= (m—sg)pt t(mr—m—smo+ 49 4 go)us +.
(v‘—-s,pi) 2((0¢+56+cy+ ete.)?)
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=(n - oY (v¥—p*) + (m— o) ut — (vt —3ut) (p—
Z((aa+bB+cy + ec)?)) '
Error itaque medius in determinatione ipfius p‘pe'r for-
mulam ‘, :
M

bR

metuendus erit
p-i —_ ”‘ 94""'3#‘
m—po (w—p)?

=v{ (o= S((@a+bB+ eyt ey N}
‘40, - :
Quantitas S ((ax +b3 + cy + etc.)?), quae in expreflio- .
nem modo inuentam' ingreditur, generaliter quidem ad formam
fimpliciorem reduci nequit: nihilominus duo limites affignari
poffunt, inter quos ipfius valor necellario iacere debet. Primo
fcilicet e relationibus fupra cuolutis facile demonliratur elle
(aa+b3+cy +etc)? + (az +b5 + ey + ete)? +(aa”"
+ b3 ey +etc)? + etc. —aa+ b3+ cy 4 ete.
vnde concludimus, ae¢ + b3 + cy + etc. elle quantitatem po-
ftivam vnitate minorem (faltem non maiorem). Idem valet de
~ quantitate a’a’ + b3’ + ¢'¢/ 4 etc., quippe cui aggregatum
(@a+bB+cy + ete) + (da + b3 + & +etc)r
4 (ad'a”" 4+ b3+ ¢ etc)® + ete. : ’
aequale’ inuenitur; ac perinde a” o’ + b° 3" 4 ¢"¢” 4 etc. vni-
tate minor erit, et fic porro. Hinc Z{(aax + b3 4 cy + etc.)?)
. neceflario eft minor quam 7. Szcundo habetur S (aa + b3
+ecy+etc.) =, quoniam fit Zaa=1, Tb3=1, STcy=1cetc;
“vnde facile deducitur, fummam quadratorum X ((aa 4+ b3

+cy +.etd.)2) effe majorem quam %’, vel faltem non mino-

rem. Hinc terminus
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' v“ —-3ut
cEn

necellario iacet inter limites —

(o~ 2((aa'+1b3 + cy + etc.)’))“

4 —3 T 4__ 72,4 .
” et"i% ; ¢ :g-’
T - m=g
’,4._3 4 4 4
K et 4 3u
“-’9’ - in"--csp

fi latiores praeferimus, inter hos —

proin erroris medii in valore iplius ypu=——— metuendi qua-
i T—e

syt —4put  epst | ;
dratum inter limites —- o et g ita vt praecifionem
» quantamuls allequi liceat, fi modo obferuatlonum mululudo fue-

rit [atis magoa.

Valde memorabnle eft, in hypotheﬁ ea (art g,IIL), cul
_theoria quadratorum minimorum olim fuperfiructa fuerat, illam
terminnm omnino excidere, et ficuti, ad eruendum valorem
‘ approximatum erroris medii obferuationum u, in omnibus cafi~
~ bus aggregatum AN+ AN +A."7L" + etc. =M ita tractare opor-

, tet, ac fi ellet aggregatum w — o errorum fortuitorum, ita in illa
hypotheﬁ etiam praecxﬁonem 1pfam huius determinationis aequa-
lem fieri ei, quam determinationi ex 7 —p erronbus veris tri-
buendam elle in art. 15. inuenimus.

’
- \
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SOCIETATI | REGIAE EXHIBITUM 1826, sep1. 16,

1.

In tractatione theoriae combinationis obseruationum Volumini
V Commentationum Recentiorum inserta supposuimus, quantitates
eas, quarum valores per obseruationes praecisione absoluta non
gaudentes propositi sunt, a certis elementis incognitis ita pendere,
vt in forma functionum datarum horum elementorum exhibitae sint,
reique cardinem in eo verti, vt haec elementa quam exactissi.ne
ex obseruationibus deriuentur.

In plerisque quidem casibus supposilio ista immediate locum
habet. In aliis vero casibus problematis conditio paullo aliter se
offert, ita vt primo aspectu dubium videatur, quonam pacto ad
formam requisitam reduci possit. Haud raro scilicet accidit, vt
quantitates eae, ad quas referunluy obseruationes, wnondum exhi-

A2



i CAROLI FRIDERICI GAUSS

bitae sint in forma functionum certorum elementorum, neque etiam
ad talem formam reducibiles videantur, saltem non commode vel
sine- ambagibus: dum, ex altera parte, rei indoles quasdam. con-

ditiones suppeditat, quibus valores veri quantitatum obscruatarum
‘exacte et necessurio satisfacere dchent.

Attamen, re propius considerata, facile perspicitur, hunc ca-
sum ah altero reuera essentialiter haud differre, sed ad eundem °
reduci posse. Designando_scilicet ‘multitudinem quantitatum ob-
seruatarum per 7, mullitudinem aequationum conditionalium autem
per ¢, eligendoque e prioribus 7 — ¢ ad lubitum, nihil impedit,
quominus has ipsas pro elementis accipiamus, reliquasque, quarum
multitudo erit ¢, adiumento aequationum conditionalium tamquam

functiones illarum consideremus, quo pacto res ad suppositionem
nostram réducta erit.

Verum enim vero etiamsi haec via in permujtis casibus satis
commode ad finem proposituni perducat, tamen negari non potest,
eam minus genuinam, operaeque adeo pretium esse, problema in
ista altera forma seorsim tractare, tantoque magis, quod solutionem
perelegantem admittit. Quin adeo, quum haec solutio noua ad cal-
culos expeditiores perducat, quam solutio problematis in statu priori,
quoties ¢ est minor quam j7, siue quod idem est, quoties multi-
tudo elementorum in commentatione priori per ¢ denotata maior
est quam 37, sclutionem nouam, quam in commentatione prae-
sente explicabimus, ign tali casu praeferre conucniet priori, siqui-

dem aequatiomes conditionales e problematis indole absque amba-
gibus depromere licet. '

. % )

:Des?gnemus per v, ¢/, ¢ ete. quantitates, ‘multitudine 11;, qua-
rum valsres per obseruationem innotescunt, pendeitque quantitas
incognita ab illis tali modo, vt per functionem datam illarum, puta
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u, exhibeatur: sint porro Z, I, I” ete. valores quotientium diffe-
rentialium _

de dr dn

o’ a4/’ a4/
valoribus veris quantitatum ¢, ¢/, v etc. respondentes. Quemadmo-
‘dum igitur per substitutionem horum valorum verorum in functione z
huius valor, verus prodit, ita, si pro v, ¢/, ¢” etc. valores erroribus
e, ¢, € etc. resp. a veris discrepantes substituuntur, obtinebitur
valor erroneus incognitae, cuius error statui potest

=le 4 U'¢ 4+ "¢ 4 etc.
siquidem, quod semper supponemus, errores e, ¢, ¢” etc. tam exi-

gui sunt, vt (pro. functione # non lineari) quadrata et producta ne-
gligere liceat.” Et quamquam magnitudo errorum e, ¢, ¢’ ete. in-

L

etc.

‘certa maneat, tamen incertitudinem tali incognitae determinationi
inhaerentem generaliter aestimare licet, et quidem per errorem
medium in tali determinatione metuendum, qui per principia com-
mentationis prioris fit

=V @Umm & V' m'nd + 1" 1" m’ m” 4 ete.)
denotantibus m, m', m” ete. errores medios obseruationum, aut si
singulae obseruationes aequali incertitudini obnoxiae sunt,

=mV (4 U'l' 4+ 1"I" 4 etc.)
Manifesto in hoc calculo pro Z, //, I” etc. aequali iure etiam eos
valores quotientium differentialium adoptare licebit, qui valoribus
obseruatis quantitatum ¢, ¢, v etc. respondent.

3.

Quoties quantitates v, ', v etc, penitus inter se sunt inde-
* pendentes, incognita vnico tantum modo per illas determinari pote-
rit: quamobrem :tunc illam incertitudinem nullo modo nec euitare
nequé diminuere licet, et circa valorem incognitae ex obseruatio-
* nibus deducendum nihil arbitrio relinquitur,
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At longe secus se habet res, quoties inter quantitates ¢, +/, ¢
etc. mutua dependentia intercedit, quam per ¢ aequationes con-
ditionales ' .
X=0, Y =0, Z =0 ete.
exprimi supponemus, denotantibus X, ¥, Z ete. functiones datas
"indeterminatarum v, ¢, ¢ ete. In hoc casu incognitam nostram in-
finitis modis diuersis per combinationes quantitatum ¢, ¢, ¢’ etc.
determinare licet, quum manifesto loco functionis » adoptari possit
“quaecunque alia U ita comparata, vt U—u indefinite euanescat,

statuendo X = 0, ¥ = 0, Z = 0 ete.

In applicatione ad casum determinatum nulla quidem  hinc
prodiret differentia respectu valoris incognitae, si obseruationes
_absoluta praecisione gauderent: sed quatenus hae erroribus cbno-
xiae manent, manifesto in genere alia combinatio alium valorem
incognitae afferet. Puta, loco erroris

le - U'é 4 1"e" + ete.
quem functio z commiserat, iam hahebimus
Le 4+ L'é 4 L'¢" + etc. 4
si functionem U adoptamus, atque valores quotientium differentia-
dU dU 44U
dv’ a4/’ a7
Et quamquam errores ipsos assignare nequeamus, tamen errores
medios in diuersis obseruationum combinationibus metuendos inter
se comparare licebit: optimague combinatio. ea erit, in qua hic
error medius quam minimus euadit. Qui quum fiat
=V (LLmm 4 L'L''m’ 4+ L'L"m"m" + etc.)
in id erit incumbendum, vt-aggregatumi L Lmm + L' L' m'w' +
L"L"m"m" 4 etc. nanciscatur valorem minimum.

etc. resp. per L, L', L” etc. denotamus.

lium

4.
Quum varietas infinita functionum U, quae secundum condi
tionem in art. praec. enunciatam ipsius 4 vice fungi possunt, eate-
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nus tantum hic consideranda veniat, quatenus diuersa systemata
valorum coéfficientium L, L', L” etc. inde sequuntur, indagare
oportebit ante omnia nexum, qui inter cuncta systemata admissi-
bilia locum habere debet. Designemus valores determinatos quo-
tientium differentialium partialium

dX dX dX

dv’ dv’ av ete.

dY dY JdvY

dv’' aJ’ 4

dZ - 4 Z dZ

dv’ da/v’' dv
quos obtinent, si ipsis v, ¢/, v” ete. valores veri tribuuntur, .resp. per

ete.

. etg. ete.

a, o, a’ etc.

b, b, U ete.

c, ¢, " ete. ete.
patetque, si ipsis v, ¢/, v’ ete. accedere concipiantur talia incre-
menta dv, d¢y dv” etc. per quae X, ¥, Z etc. non mutentur,
adeoque singulae maneant = (), i. e. satisfacientia aequationibus

0=adv + ddv 4 a"dv’ 4 ete.

0= bdv 4+ V'dy 4 b"dV” 4 ete.

0=-cdv + cdv' 4 c"dV" 4 etc.

ete.
etiam % — U non mutari debere, adeoque fieri

.0=(0—L)dy + (I'—LYd¢ 4 (("—L")dv" + etc.

Hine facile concluditur, coéfficientes L, L/, L” etc. contentos esse
debere sub formulis talibus '

L=1 4 ax 4+ by 4 cz + etec.

L'=UlU+4 dx 4+ by 4 cz 4 etc.

L'=0"+4 a'x 4 by 4 "z 4 ete.
etc., denotantibus x, y, z etc. multiplicatores determinatos. Vice
versa patet, si systema multiplicatorum determinatorum x, y, z etc.
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ad lubitum assumatur, semper assignari posse functionem U talem,
cui valores ipsorum L, L', L” etc. his aequationibus conformes
respondeant, et quae pro conditione in art. praec. enunciata ipsius
© vice fungi possit: quin adeo . hoc infinitis modis diuersis effici
posse. - Modus simplicissimus erit statuere U=u+x X4y ¥z Z+
etc.; generalius statuere licet U=« 4 x X4y Y +zZ+ ete. A
denotante z' talem functionem . indeterminatarum v, ¢/, ¢” ete., quae
semper euanescit pro X=0, Y =0, Z=0 etc., et cuius valor
in casu determinato de quo agitur fit maximus vel- minimus, ‘Sed
ad institutum nostrum nulla hinc oritur differentia.

5.
Facile iam erit, multiplicatoribus x, y, z etc. valores tales
tribuere, vt aggregatum ' '

LLmm 4 L'L'mdm + L" L wi" w’ 4 etc.
assequatur valorem minimum. ~Manifesto ad hunc finem haud opus -
est cognitione errorum mediorum m, m', m” etc. absoluta, sed suf-
ficit ratio, quam inter se tement. Introducemus itaque ipsorum
loco pondera obseruationum p, p', p” ete., i. e. numeros quadratis
mm, m' m’, m"n" ete. reciproce proportionales,_pondere alicuius
obseruationis ad lubitum pro vnitate accepto. Quantiiates Xy ¥, Z
etc. itaque sic determinari debebunt, vt polynomium indefinitum

(ax + by +cz + ete. 4 §)? + (dx+ by 4 ¢z 4 ete.+1)?
, P N ¥4

" " l”. ” 2
n (ax-l-by-l-c"','-l-\etc.-}-l) + ete.
P

nanciscatur yalorem minimum, quod fieri supponemus per -valores
determinatos x°, y°, z° ete.

. Introducendo denotationes éequentés : . )

aa . (l (l a”a"

-P—+ I + —P—+etc'[aa]~
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ab abd a’ b’
— 4+ — 4+ — + etc. = [ad
P p p [a2]

ac ac a’c’

— 4+ — + — 4 ete. = [ac
P TP S [ac]
bb vy 'y’

— 4+ —& 4+ — + ete. = [b)
p p y4 (6]
bc blcl bllcll .
—_— + - + —_— + etc. = [bc
p P p . ]
il +‘i,£.+c—i- + etc. = [cc]
p P p

~ etc, nec non

l 47 ”
Syl 4l foete=(a]
P P P

bl bl ll b"l” . .
p p p (2] !

’cl cll' c”l”

— + — + — + ete. = [c!]
p P P | ,
etc.

manifesto conditio minimi requirit vt fiat
0=[ca)x® + [ab]y°® + [ac]z® + ete. 4 [al] \
=[ab]x® 4 [60]y° + [bc]z° +- ete. 4 [07] ‘> (1)
=[ac]x® 4 [bc]y® 4 [cc]=® Fetc. 4[] |
. etc. J
Postquam quantitates x°, y°, z° etc. per eliminationem hinc de-

rivatae sunt, statuetur
.ax® 4+ by® 4 cz° 4 ete. =L |
dx® 4 by + ¢z° fete. + 1= v ‘>
a’'x° 4+ by + 204 ete. + 1= L" | (2)
etc. J
His ita factis, functio quantitatum ¢, ¢’ v etc. ea ad 'tletermina-

lionem- incognitae nostrae maxime idonea minimaeque incertitudini
B
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obnoxia erit, cuius quotientes differentiales partiales in casu deter-
minato de quo agitur habent valores L, L, L” etc. resp., pon-
- dusque huius determinationis, quod per P denotabimus, erit

= 2 (3)
LE 22 4 22 4 e
P p p '
siue 1 erit valor polynomii supra allati pro eo systemate valo-

P ,
rum quantitatum x, y, z etc., per quod aequationibus (1) satisfit.

6.

In art. praec, eam functionem U dignoscere docuimus, quae
‘determinationi maxime idoneae incognitae nostrae inseruit: videa-
mus iam, quemnam valorem incognita hoc modo assequatur. De-
signetur hic valor per K, qui itaque oritur, si in ‘U valores ob-
seruati quantitatum ¢, ¢/, v* ete. substituuntur; per eandem substitu-
tionem obtineat functio z valorem %; denique sit 2 valor verus incogni-
‘tae, qui proin e valoribus veris quantitatum v, v/, v* etc. proditu-
rus esset, si hos vel in U vel in z substituere possemus: Hinc
itaque erit
. b=2x 4 le + I'd 4 1"¢" + ete.

" Ke=x 4 Le 4 L'é 4+ L"l" + etc.
adeoque - :
K=k (L—le 4 (L'—1U')é + (L' —1")e" + etc.
Substituendo in hac aequatione pro L —iI, L'—I', L"—1" etc.
valores ex (2), statuendoque
- ae4dé+ ¢ +ete. = A\
be4be 4 b"e" + ete, =B (4)

. cet+ce+4c"¢ +ete. =€

- etc., habehimus '

K=1F+ Ax° 4 By° + €z° ete.  (5)
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Valores quantitatum ¥, B, € etc. per formulas.(4) quidem calcu-
lare non possumus, quum errores e, ¢, ¢’ etc. maneant incogniti;
at sponte manifestum est, illos nihil aliud esse, nisi valores fun-
ctionum X, ¥, Z etc., qui prodeunt, =i pro v, v, v etc. valores
obseruati substituuntur. Hoc modo systema aequationum (1), (3),
" (3) completam problematis nostri solutionem exhibet, quum ea,
quae in fine art. 9. de computo quantitatum 7, ', /" etc., valori-
bus obseruatis quantitatum v, ¢/, ¢v” etc. superstruendo monuimus,
manifesto aequali iure ad computum quantitatum a, a', a” ete. b,
U, 0" etc. etc. extendere liceat.

7.

Loco formulae (3), pondus determinationis maxime plausihilis
exprimentis, plures aliae exhiberi possunt, quas euoluere operae
pretium erit. ' o

Primo obseruamus, si aequationes (2) resp. per -(f-, f;, bdl
, . : p r p°

etc. multiplicentur et addantur, prodire - _ .
al 'Ll IILII
[aa]x® 4 [ab)y® + [ac]z® +ete. = > + ap' + ap”

+

etc,
Pars ad laeuam fit = 0, partem ad dextram iuxta analogiam per
[aL] denotamus: habemus itaque
[aL] = 0, et prorsus simili modo [0 L] = 0, [¢L] =0 ete.
Multiplicando porro aequationes (2) deinceps per L , _L7, l;”
. . p p
etc., et addendo, inuenimus _
IL+Z'L’+Z'{L’,+et LL LIL'+LIIL”
—+ —— 4 — Co = 7 7 te.
P TEP TP p T T
vode obtinemus expressionem secundam pro pondere,
1
lL ll Ll = l” Lll

P E Tyt

g

P =

B 2
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: P
Denique multiplicando aequationes (2) deinceps per -I;- » ; F
etc. et addendo, peruenimus ad expressioﬁem tertiam_ ponderis

1 _
P = G011y ¥ (o 1)z F eto. + [77]

si ad instar reliquarum denotationum statuimus

2l AN A v
- —_— —_— etec. =1[1!
7 + 7 + 7 + (7]

Hinc adiumento aequationnm (1) facile fit transitus ad expressio-
" nem quartam, f;uam ita exhibemus:
% = [ll] — [aa]x°x® — [bb]y°y° — [cc]z® z°—ete,

— 2[ab] x%° —2[ac]x°z° — 2[bc]y® 20 —ete.

8.

Solutio generalis, quam hactenus explicauimus, ei potissimum
casui adaptata est, vbi vna incognita a quantitatibus ohseruatis
pendens determinanda est; . Quoties vero plures incognitae ab iis~
dem obseruationibus pendentes valores maxime plausibiles exspe-
ctant, vel quotles adhuc incertum est, quasnam potlsslmum mcogm-
tas ex obseruationibus deriuare oporteat, has alia ratione pracpa-
rare conueniet, cuius euolutionem iam aggredimur. )

Considerabimus quantitates x, y, z etc. tamquam indetermi-
natas, statuemus

[aa]lx + [adly + [ac]z 4 ete. = ¢ \
[ab]z 4 [bD]y + [be]z 4 ete. = 4 i (6)
[ac]x + [be]ly + [cc]z + etc. = ¢
etc., supponemusque, per eliminationem hinc sequi
' lea] + [«B]y + [«y]$ + ete. = =
[641€ + [88]n + [Bv1¢ + ete. =y b (7)
[valE + [Byln + [yv] + ete. =z )

ete,
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Ante omnia hic obseruare oportet, co»fﬁcnentes symmetrice '
positos necessano aequales fieri, puta

[Ba] = [aB]
[ye] = [av] _
[¥y8] = [By] ete.

quod quidem e theoria generali eliminationis in aequationibus li-
nearibus sponte sequitur, sed etiam infra, absque illa, directe
demonstrabitur. .

" Habebimus itaque
0 =—[aa].[al] — [aB].[6!] — [ay].[c{] — etc.
y°=—/[af] [al] — [BB].[6/] — [By]. [c/] —etc-}(S)
2 =—[ay].[al] — [89).061] — [y ). [c}] — etc.
etc.
vnde, si statuimus
[aald + [¢B]D + [ay]C + etc. = A
[«B]% + [BB]D + [By]€ + ete. = B b (o)
[ey]d + [B9]DB + [y v]€ + ete. = C )

etc., obtinemus

K=Fk=—A[al] — B[bl] — C[cl] — ete.
vel si insuper statuimus

aAd+4+bB 4 cC +etc.:.=ps

add+ VB4 C 4 ete. = p's’ 5 (10)

a4 4 V"B 4 ¢'C -|- etc. = p"s” |
etc., erit

K=kt—le—1l'd —1"¢" = ete. (11)

9.

Comparatio aequationum (7)> (9) docet, quantitates auxilia-

res 4/, B, C etc. esse valores indeterminatarum «x, Y, z etc. re-

spondentes valoribus indeterminatarum £, 4, ¢ ete. his £ = U,
1= B, { = € etc., vnde patet haberi '
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[acld + (0] B + [ac]C + eto. =% |
[ab]d + [bb]B + [bc]C + ete. =B b (12)
[ac]4 4 [6c]B + [cc]C + etec. = € ]

etc. Multiplicando itaque aequationes (10) resp. per

a d da
PR
‘etc. et addendo, obtinemus _
A —=ae + dd + a’¢ + ete.
et prorsus simili modo

B=beg+ bd + U'e + etc
=ce+ ’d + " + et

-etc. Iam quum X sit valor functionis X, si pro v, ¢, ¢ ete. va-
sores obseruati substituuntur, facile perspicietur, si his applicentur
correctiones — g, — &, — g etc. resp., functionem X hinc ade-
pturam esse valorem O, et perinde functiones ¥, Z etc. hinc ad
valorem euanescentem reductum iri. Simili ratione ex aequatione
"(11) colligitur, K esse valorem functionis z ex eadem substitutione
emergentem. ' .
Applicationem correctionum — g, —¢, —¢" etc. ad obser
uationes, vocabimus obseruationum compensationemn, manifestoque
deducti sumus ad conclusionem grauissimam, puta, obseruationes
eo quem docuimus modo compensatas omnibus hequatioﬁbus con-
ditionalibus exacte satisfacere, atque cuilibet quantitati ab obser-
vationibus quomodocunque pendenti eum ipsum valorem conciliare,
qui ex obseruationum non mutatarum combinatione maxime idonea
emergeret. Quum itaque' impossibile sit, errores ipsos e, ¢, ¢’
etc. ex aequationibus conditionalibus eruere, quippe quarum mul-
titudo haud sufficit, saltem errores maxime plausibiles macti su-

mus, qua denominatione quantitates g, &, & etc. designare licebit.

(13)

10. : :

Quum multitudo obseruationum maior esse supponatur multitu-
dine aequationum conditionalium, praeter systema cgrrectionum maxi-
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me plausibilium — g, — &', — & etc. infinite multa alia inueniri pos-
sunt, quae aequationibus conditionalibus satisfaciant, operaeque pre-
tium est indagare, quomodo baec ad illud se habeant. Constituant
itaque — E, —E, — E” etc. tale systema a maxime plausibili
diversum, habebimusque '

QE -} 'V 4 'E' 4 ete. = A

bE 4+ VE 4 V"B’ 4 ete. = B

cE4+ E 4+ "E" 4 etc. = ¢
etc. DMultiplicando has aequationes resp. per ./, B, C etc. et
addendo, obtinemus adiumento aequationum (10)

peE+peE +p'e E' + ete. = A% + BB + CC + ete.
Prorsus vero simili modo aequationes (13) suppeditant

pee + Pee + ple’e’ +etce=AA+ BB 4 CC -+ ete. (14)
E combinatione harum duarum aequationum facile deducitur

PEE+PEE 4 p"E'E 4 ete. =pee+p s +p"e's’ + ete.

+p(E—e)* 4 P (E'—¢)* + p'(E' —&')* + ete.
Aggregatum pEE + p'E'E +4 p"L"E" 4 etc. itaque necessa-
rio maius erit aggregato pee + p's'sd + p"s’s’ 4 etc., quod
enunciari potest tamquam i
- Turorema. Aggregatum quadratorum correctionum, per quas
obseruationes cum aequatibnibl‘ns conditionalibus conciliare licet, per .
pondera obseruationum resp. multiplicatorum, fit minimum, si cor-
rectiones maxime plausibiles adoptantur.

Hoc est ipsum principium quadratorum minimorum, ex quo
etiam aequationes (12), (10) facile immediate deriuari possunt.
Ceterum’ pro hoc aggregato minimo, quod in sequentibus per S
denotabimus, aequatio (14) nobis suppeditat expressionem .4
+ BB 4 CC + ete.

11. . .

Determinatio errorum maxime plausibiliam, quum a cocffi-
cientibus /, /', ” etc. independens sit, manifesto praeparationem -
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commodissimam sistit, ad quemuis vsum, in quem obseruationes
vertere placuerit. Praeterea perspicuum est, ad illud negotium haud
opus esse eliminatione indefinita seu cognitione coéfficientium [ae],
[«B] etc., nihilque aliud requiri, nisi vt quantitates auxiliares
A, B, C etc., quas in sequentibus correlata aequationum condi-
tionalium X =0, Y = 0, Z = Q etc. vocabnmus, ex aequatio-
nibus (12) per eliminationem definitam eliciantur atque in formu-
lis (10) substituantur.

Quamquam vero haec methodus nihil desiderandum linquat,
quoties quantitatum ab obseruationibus pendentium valores maxime
plausibiles tantummodo requiruntur, tamen res secus se habere
videtur, quoties insuper pondus alicuius determinationis in votis
est, quum ad hunc finem, prout hoc vel illa quatuor expressio-
num supra traditarum vti placuerit, cognitio quantitatum Z, L', L”
etc., vel saltem cognitio harum x°, y°, z° etc. necessaria videa-
tur. Hac ratione vtile erit, negotium eliminationis aceuratius
perscrutari, vande via facilior ad pondera quoque inuenienda se
nobis aperiet.

12.
Nexus quantitatum in hac disquisitione occurrentium haud
parum illustratur per introductionem functionis indefinitae secundi
ordinis
[ea]xx + 2[ab]xy 4+ 2[ac]xz 4 ete. 4 [bB]yy
+ 2[bclyz + ete. 4 [cc]zz + ete.
quam per 7 denotabimus. Primo statim obuium est, hanc functio-
nem fieri :
(ax t‘by‘-l- cz 4 etc)? + (@x + Vy + 'z 4 ete)s
P - P
(@x 4 0"y + 'z + etc)®
. j 28

+ etc. A(15)
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Porro patet esse

T=x£+ yn + 28 + ete. (46)
et si hic denuo x, y, z etc. adiumento aequationum (7) per £, 7,
¢ ete. exprimuntur,

T'=[aa]é + 2[aB)én + 2[ev]EQ+ ete. + [BB]nn
+2[Bylng + ete. 4+ [yy]dd + ete.

Theoria supra euoluta bina systemata valorum determinato-
rum quantitatum x, y, £ ete., atque &, 7, ¢ etc. continet; priori,
inquo x =% y = y°, z = z° ete. £= — [al], 2 =—[bl]’
§ = — [ci] etc., respondebit valor ipsius 7" hic,

- 1
T =[] — B
quod vel per expressionem tertiam ponderis P cum aequatione (16)
comparatam, vel per quartam sponte elucet; posteriori, in quo
x=d,y=B,z=Cete.,atque £ = %, y = B, $=Cete,
respondet valor 7= S, vti vel e formulis (10) et (15), vel ex
his (14) et (16) manifestum est.

. 13.
- Iam negotium principule consistit in transformatione functionis
T ei simili, quam in Theoria Motus Corporum Coelestium art. 182
atque fusius in Disquisitione de elementis ellipticis Palladis ex-
posuimus. Scilicet statuemus (17)
bb, 1] = [bb [0]*
[66, 1] = [68] — [a a]
[ab] [ac]
“leal
[ab] [ad]
[aa]

[ac]? _ [be, 1]2
[aa] [6é, 1]
C

[Be, 1] = [6¢] —

[d, 1] = [5d] —

etc.

[ee, 2] =[cc] —

+
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[ac] [ed]  [be, 4] [bd, 1]
[cd, 2] = [ed] — =rg~ — [bb. 1]

etc.

_ [ad) _ [bd4]* _ [ed, 21°
[dd, 3= [4d] = Go7 = [56,4] ~ [ce, 2]
etc. etc. Dein statuendo L N
- [6b,a]y+[be, 1]z + [bd 1w + ete. = o
[_cc, 2]z + [cd, 2]w + etec. = "
[dd, 3]w + ete. = @”
etc., erit
_ é& . -_’1‘ ’1 gll gl’ @l’l ¢"I
T=lea] T @tial ¥ [cog T [da, 37T
quantitatesque o , ¢”, @ etc. a &, q,, g, etc. pendebunt per
aequatlones sequentes:
. [ab]
n =9 I.““] 5 ‘
[b c, 1] ,

I’_ —_— [a c]
'=¢ [aa]E [bb, 1]

v Lad] [bd, 1 1] [ed, 2] .,
¢'=9— _[aa]E (55, 1]" — [ce, 21 S

etc.

Facile iam omnes formulae ad propositum mostrum necessariae
hinc desumuntur. Scilicet ad determinationem correlatorum 4, B,
C etc. statuemus (18)

*) In praecedentibus sufficere poterant ternae literae pro variis systema-
tibus quantitatum ad tres primas aequationes conditionales referendae:
hoc vero loco, vt algorjthmi lex clarius eluceat, quartam adiungere
visum est; et quum in serie naturali literas a, b, c; 4, B, C;
A, B, C sponte sequantur d, L), D, in serie x,y, s, deficiente
alphabeto, apposuimus w, nec non in hac £, y, ¢ hanc @.
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v =9 — 2 o o

[ad]
R DN T
¢ =€ [« a] [bb, 1] R
[gi] [bd, 1] [c d, 2]

D=0 [ad] - [Z » 1] [c c, Q]C
etc., ac dein .4, B, C, D etc. eruentur per formulas sequentes,
et quidem ordine inuerso, - mclplendo ab vitima, .

[aa]Ad + [ab] B 4+ [ac] C + [ad]D + etc =A y
[66,1)B + [bc,1]1C + [0t 11D + ete. B’ l

[ee,2]C + [cd, 21D+ ete. = G“ (1Y)
%I" J

[dd, 3])D + ete.

' etc. '

Pro aggregato S autem hahemus formulam nouam (20)
AA B B ¢ ¢ DD

= mat ot ey T @d s
Denique si pondus P, quod determinationi maxime plausibili quan-
titatis per functionem x expressae tribuendum est, desideratur,

faciemus (21)
(ab] [al]

(62, 1] = [b1] ~ T

. acl [al be, b,
o = oy — 10 et G

[dl, 3] - [dl] — [ad] [“l] [{)d: 1] [{)l, 1] [C(l Q] [( Z, 2‘,

[«a] = "W 4] T e, 2]
etc., quo facto erit (29)
[al:]’ [b 1]? [cl, 2]2 [d?, 3]?
[aa_] [bb 1]~ [cc,‘)] T [dd, 3] -~
Formulae (17) . ... (292), quarum ‘simplicitas nihil deside-
randum relinquere - vnde!ur, solutionem problemaus nostri ab omni
parte comp]etam exhibeént, ' a '

ete.

1
F = [ll] -~ etc.

C2
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14.

Postquam problemata primaria absoluimus, adhuc quasdam
‘quaestiones secundarias attingemus, quae huic argumento maiorem
lucem affundent. ‘

Primo inquirendum est, num eliminatio, per quam «x, y,
etc. ex £, 4, { etc. deriuare oportet, vmquam impossibilis fieri
possit. Manifesto hoc eueniret, si functiones £, 2, ¢ etc. inter se
haud independentes essent. Supponamus itaque aliquantisper, vnam
earum per reliquas iam determinari, ita vt habeatur aequatio identica

af + By + v+ ete. =0

denotantibus «, 34 ¢ etc. numeros determinatos. Erit itaque

alaa] 4+ Blad] + ¥ [ac] + ete. = 0
alab] + B[68] + o [bc] + ete. = 0
afacl + B[be] + o [cc] + ete. = 0

etc., vnde, si statuimus

aa + Bb + yc +'etc. =p O
ad + BY + y + ete. = p’ @
ad” + BV + 9" 4 ete. = p" @

etc., sponte sequitur

a® + d@ +d'0" + ete. = 0

b0 4 VO + 8"0" 4 ete. =0

c® + 0 4 '@’ + ete. = 0
etc., nec non v '

pOO + PO + p'O’'Q" + ete. = 0
quae aequatio, quum omnes p, py p”’ etc. natura sua sint quan-
titates positinae, manifesto consistere nequit, nisi fuerit ® = 0,

=0, @ = 0 et |

Iam consideremus valores differentialium completorum dX,
dY, dZ etc., respondentes valoribus iis quantitatum v, ¢/, " etc,
ad quos referuntur obseruationes. Haec differentialia, puta -
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ady 4 ddv 4 a’dv" 4 etc

bde + bdv + 0"dv" 4 ete ,

cdy 4 ddy 4 "dY 4 ete
etc., per conclusionem, ad quam “modo delati sumus, inter se ita
dependentia erunt), vt per o, 3, ¥ etc. resp. multiplicata aggrega-
tum identice euanescens producant, siue quod idem est, quoduis
ex ipsis (cui quidem respondet multiplicator o, B3, ¢ etc. non eua-
nescens) sponte euanescet, simulac omnia reliqua euanescere sup-
ponuntur. - Quamobrem ex aequationibus conditionalibus X = 0,
Y =0, Z =0 etc., vna (ad minimum) pro superflua habenda
est, quippe cui sponte satisfit, simulac reliquis satisfactum est.

Ceterum si res profundms inspicitur, apparet, hanc conclusio-
nem per se tantum pro ambitu infinite paruo. variabilitatis indeter- -
minatarum valere. Scilicet proprie duo casus distinguendi erunt,
alter, vhi vna aequationum conditionalium X = 0, ¥ =0, Z=0
etc. absolute et generaliter iamiam in reliquis contenta est, quod
facile in quouis casu auerti poterit; alter, vbi, quasi fortuito, pro
iis valoribus concretis quantitatum v, ¢/, v* etc., ad quos obserua-.
tiones referuntur, vna functionum X, Y, Z etc. e. g. prima X, va-
lorem maximum vel minimum (vel generalius, stationarium) nan-
ciscitur respectu mutationnm omnium, quas (quantitatibus v, ¢/, +*
etc., saluis aequationibus ¥ = 0, Z = O etc., applicare possemus.
Attamen quum in disquisitione nostra vanabnlltas quantitatum tan-
tummodo intra limites tam arctos consxderetur, vt ad iostar infinite
paruae tractari possit, hic casus secundus (qui in praxi vix vmquam
occurret) eundem effectum habebit, quem primus, puta vna ae-
quationum conditionalium tamquam superflua reiicienda erit, certi-
que esse possumus, Si omnes aequationes conditionales retentae eo
sensu quem hic intelligimus ab inuicem independentes sint, elimi-
nationem necessario fore possibilem. Ceterum disquisitionem vbe-
riorem, qua hoc argumentum, propter theoreticam subtilitatem po-
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tius quam practicam vtilitatem haud mdlgnum est, ad aliam occa-
sionem nobis reseruare debemus.
15. . : S

In commentatione priori art. 37 sqq. methoduth docuimus,
obseruationum praecisionem a posteriori quam proxime eruendi.
Scilicet si valores approximati ## quantitatum per obseruationes ae-
quali praecisione gaudentes innotuerunt, et cum valoribus iis- com-
parantur, qui e valoribus maxime plausibilibus ¢ elementorum, a
quibus illae pendent, per calculum prodeunt: differentiarum qua-
drata addere, aggregatumque per w — p diuidere oportet, quo
facto quotiens considerari poterit tamquam valor approximatus qua-
drati erroris medii tali obseruationum igeneri inhaerentis. Quoties
obseruutiones inaequali praecisione gaudent, haec praecepta eatenus
tantum mutanda sunt, vt quadrata ante additionem per obseruatio-
num pondera multiplicari debeant, errorque medius hoc modo pro-

diens ad obseruationes referatur, quarum pondus pro vnitate .ac¢-
ceptum est.

Iam in tractatione praesente illud aggregatum manifesto qua-
drat cum aggregato S, differentiaque 7w — @ cum multitudine ae-

quatwnum conditionalium ¢, quamobrem pro errore medio obser-

S .
vationum, quarum pondus = 1, habebimus expressionem V' >
~ quae determinatio eo maiori fide digna erit, quo maior fuerit nu-
merus g.

Sed operae pretium erit, hoc etiam independenter a disqui-
sitione priori stabilire. Ad hunc finem. quasdam nouas denotatio-
nes introducere conueniet. Scilicet respondeant valoribus indeter-
minatarum £, 5, ¢ etc. his

E=a,9n=105,¢=c et.
valores ipsarum x, y, z ete. hi
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a=da,y =B, x =« ete.

ita vt habeatur
a= alac] + b[xB] + clay] + ete.
B= alaP] + 8[BB] + c[By] + etc.
v = alay] + b[Bv] +, 0[771 + ete.

-Perinde valoribus
=d,yqg=0b,¢=c ete. '
respondere supponemus hos
s=dsyy=8,z2=19 et
nec non his ,
E=ad,q9=0, =" et
sequentes
x=ayy=8"z=29" et
et sic porro.
His positis combinatio aequationum (4), (9) suppeditat
A=oqae + &' 4+ oa'¢ + ete.
B = Be + B'e'+ “e” <4 ete.
C=oe+ ye + ¥ + etc.’
etc. Quare quum habeatur S=AAL + BB 4+ C€C + ete.,
patet fieri ‘
S = (aetde+4a"e"+ete) (eta'e +a’c’ + ete)
(b + 8¢+ 56" o) (Be+ B+ B +ete)
+(ced '€+ c"e"+ete) (yet+ ¥ € + ¥'¢” + etc.) +-ete.

. 16. .
Institutionem obseruationum, per quas valores quantitatum
v, v/, v ete. erroribus fortuitis e, ¢, ¢’ etc. affectos obtinemus,
considerare possumus tamquam experimentum , q{xod quidem singu-
lorum errorum commissorum magnitudinem docere non valet, atta-
men, praeceptis quae supra explicauimus adhibitis, valorem qunan.
titatis § subministrat, qui per formulam modo inuentam est functio
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data illorum errorum. In tali experimento errores fortuiti vtique
alii maiores alii minores prodire possunt; sed quo plures errores
concurrunt, €o maior spes aderit, valorem quantitatis S .in experi-
 mento singulari a valore suo medio parum deuiaturum esse. Rei
cardo itaque in eo vertitur, vt valorem medium quantitatis S sta-
biliamus. Per principia in commentatione priori exposita, quae hic
repetere superfluum esset, inuenimus hunc ' valorem medium

=(aa+ b8 +cy+ete)ymm + (' + ¥ B'-+ c'y'-l- ete.) e’
+( ” ” b'l BII + ”Cy" + etc,,) m ’n + etc.
Denotando errorem medium obseruationum talium, quarum pondus
=1, per u, ita vt sit uu = pmm :pmm = p'm"m' etc., ex-
pressio modo inuenta ita exhiberi potest:
a d alal allall B BI bll B”
;—-l——};—; + 7 etc. p,;-]- —-—-|-—+—-—,,— 4 etc. ) un

+ (f:—- + —,—- i,,—— ,+ etc.) pp-\- efc.

" n
a

Sed aggregatum ‘i- + — -|- —_—— a +4- etc. inuenitur
= [ad] . [au] +- [ab] . [aB] + [ac].[xy] + ete.

adeoque .= 4, vti e nexu aequationum (6), (7) facile intelligitur,
Perinde fit ’ '

b B ) bl 6’ b B” s
—_— &4 — : etc. =

p P P + t

;?-, + - 4+ — 7 + etc. = 1

et sic porro.

Hinc tandem valor medius ipsius S fit = cuu; quatenusqde
igitur valorem fortuitum ipsius § pro medio adoptare licet, erit

s
p=v oo
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. 17. n

aanta fides huic determinationi habenda sit, diiudicare opor-
- errorem medium vel in ipsa vel in ipsius quadrato metuen-
posterior erit radix quadrata valoris medii expressionis '

(F—e)

.us euolutio absoluetur per ratiocinia similia iis, quae in commen-
atione priori artt. 30 sqq. exposita sunt. Quibus breuitatis caussa’
aic suppressis, formulam ipsam tantum hic apponimus. Scilicet er.
ror medius in. determinatione quadratl 4 4 metuendus exprimitur per

)

denotante p¢ valorem medium blquadratorum errorum, quorum
pondus = 1, atque N aggregatum )
(e + 63 +cv + etc)? 4 (da’ + &3 + 'y +ete)? +
(@ a4+ 8" B" 4 " " 4 ete.)? etc.
Hoc aggregatum in generé ad formam simpliciorem reduci nequit,
sed s:mnh modo vt in art. 40. prioris commentationis ostendi potest,

e e - go
eius' valorem semper contineri intra limites o et P In hypothe-

si ea, cui theoria quadratorum minimorim ab initio superstructa
erat, terminus hoc agg regatum continens, propter y¢ = 3u4, om-

nino excidit, praecnsnoque, quae errori medio, per formulam v g

determinato, tmbuenda est, ea(lem erit, ac si ex ¢ erroribus ex-
acte cogmtns secundum artt. 15, 16 pl‘lOl‘lS commentationis erutus
fuisset.

v

18.

Ad compensationem obseruationum duo, vt supra. vidimus,
requiruntur: primum, vt aequationum conditionalium correlata, i. e.
numeri 4, B, C etc. aequationibus (12) satisfacientes eruantur,

D
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secundum, vt hi numeri in aequationibus (10) substituantur. Com-
pensatio hoc modo prodiens dici poterit perfecta seu completa, vt
distinguatur a compensatione imperfecta seu manca: hac scilicet
denominatione designabimus, quae resultant ex iisdlem quidem ae-
quationibus’ (10),- sed substratis valoribus quantitatum ./, B, C
etc., qui non satisfaciunt aequationibus (12), i. e. qui vel parti
tantum satisfaciunt vel nullis. Quod vero attinet ad tales obserua-
tionum mutationes, quae sub formulis (10) comprehendi nequeunt,
a disquisitione praesente, nec non a denominatione compensatio-
num exclusae sunto. Quum, quatenus aequationes (10) locum ha-
bent, aequationes (13) ipsis (12) omnino sint aequiualentes, illud
discrimen ita quoque enunciari potest: Obseruationes complete
compensatae omnibus aequationibus conditionalibus X =0, Y= 0,
Z = ( etc. satisfaciunt, incomplete compensatae vero vel nullis
vel saltem non omnibus; compensatio itaque, per quam omnibus ae-
-quationibus conditionalibus satisfit, necessario est ipsav completa.

19.

Iam quum ex ipsa notione compensationis sponte sequatur,
aggregata duarum compensationum iterum constituere compensatio-
nem, facile perspicitur, nihil interesse, vtrum praecepta, per
quae compensatio perfecta eruenda est, immediate ad obserua-
tiones primitiuas applicentur, an ad obseruationes incomplete iam
compensatas. .

Reuera constituant — @, — @', — @" ete. systema compen-
sationis incompletae, quod prodierit e formulis (n

Op = A4°a 4 B°b 4 (°c -+ etc.

Qp = A°a’ 4 Bol 4 C°C¢ + ete.

@ p'= A°a" 4 B°V' 4 C°c" + etc.
etc.
Quum obseruationes his compensationibus mutatae omnibus aequa-
tionihus conditionalibus non satisfacere supponantur, sint Y*, B, ¢
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etc. valores, quos X, ¥, Z ete. ex illarum substitutione nancis-
cuntur, Quaerendi sunt numeri 4*, B®, C* ete. aequationibus
(1) satisfacientes '

Ae = A%[aa]l + B*[ab] + C®[ac] + etc.

Be = A%[ab] 4+ B°[bd] + C*[bc] + etc.

Ce = A?[ac] + B*¢[bc] + C®[cc] + etc.
etc., quo facto compensatio completa obseruationum-isto modo mu-
tatarum efficitur per mutationes nouas — x, — x’, — x” etc., vhi
%, %> % etc. computandae sunt per formulas (1II)

xp = A%a - Bob 4 Coc + ete.

*p = A%d 4 Bel 4 Cod 4 ete.

$’p" = A*d” 4 Beb' 4 C°c" + ete.
etc. lam inquiramus, quomodo hae correctiones cum compensa-
tione completa obseruationum primitiuarum cohaereant. Primo ma-
nifestum est haberi

At = A — a® — @ — a"@" — ete.

Be=B— b0 — 'O — "0 — ete.

Co=C€=¢cO — @ — ¢"O" — etc.
ete. ~Substituendo in his aequationibus pro @, @, ®@” ete. valores
ex (I), nec non pro A*, B*, €° etc. valores ex II, inuenimus

A = (4° + 4%)[aa] + (B°+ B®)[ad] + (C°+ C®)[ac] + ete.
D = (Lo+4 A°)[al] + (B°+ B?)[bb] + (C°+ C7)[bc] + etc.
€ = (A9 4 A°)[ac] + (B°+ B?)[bc] + (C°4 C?) [cc] + ete.
etc., vnde patet, correlata aequationum conditionalium aequationi-
bus (12) satisfacientia esse S

A= A°+ A%, B.= B°+4 B®, C = C°+4 C* etc.
Hinc vero aequationes (10), I et III docent, esse

e=0+x, =0+, £=0"4«" etc.
i. e. compensatio obseruationum perfecta eadem prodit, siue im-
mediate computetur, siue mediate proficiscendo a compensatione
manca. /
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20.

Quoties multitudo aequationum conditionalium permagna est,
detarminatio correlatorum ./, B, C etc. per' eliminationem directam
tam prolixa euadere potest, vt calculatoris patientia ei impar sit:
tunc saepenumero commodum esse poterit, compensationem com-
pletam per approximationes successiuas adiumento theorematis art.
praec. eruere. Distribuantur aequationes conditionales in duas plu-
resue classes, inuestigeturque primo compensatio, per quam ae-
quationibus primae classis satisfit, neglectis reliquis. Dein tracten-
tur obseruationes per hanc compensationem mutatae ita, vt sola-
rum aequationum secundae classis ratio habeatur. Generaliter lo-
quendo applicatio secundi compensationum systematis consensum
cum aequationibus primae classis turbabit; quare, si duae tantum-
modo classes factae sunt, ad aequationes primae classis reuertemur,
tertiumque systema quod huic satisfaciat eruemus; dein obseruatio-
nes ter correctas compensationi quartae subiiciemus, vbi solae ae-
quationes secundae classis respiciuntur. Ita alternis vicibus, modo
priorem classem modo posteriorem respicientes, compensationes
continuo decrescentes obtinebimus, et si distributio scite adornata
fuerat, post paucas iterationes ad numeros stabiles perueniemus.
Si plures quam duae classes factae sunt, res simili modo se habe-
bit: classes singulae deinceps in.computum venient, post vitimam
iterum prima et sic porro. Sed sufficiat hoc loco, hunc modum
addigitauisse, cuius efficacia multum vtique a scita applicatione
pendebit.

.

21.
Restat, vt suppleamus demonstrationem lemmatis in art. 8
- suppositi, vbi tamen perspicuitatis caussa alias denotationes huic
negotio magis adaptatas adhibebimus. , .
Sint itaque 2°, &', x’, .x:"f etc. indeterminatae, supponamus-

-

que, ex aequationibus
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noo x° + noly’ 4 n°3x" 4 no3x"” 4 ete. = X©
.n'°x® 4 piia 4+ n'%x" 4 n13x” 4 etc. = X’
n%°x° 4 n2ly 4 n?%x" 4 n%3x” 4 ete. = X*
n3°x° 4 n3ta’ 4 n3%x" 4 n33x"” 4 ete. = X"

ete.
sequi per eliminationem has

NooXo 4 Nort X' 4 No3 X" 4 No3 X" 4 ete.

Niexo 4 Nt X' 4 N1sX" 4 N13 X" 4 ete,

N20X° 4 N3t X' 4 N33 X" 4 N33 X” 4 ete.

N3oXo 4 N3r X' 4 N33 X" 4 N33 X" 4 etc,

ete.

Substitutis itaque in aequatione prima et secunda secundi sy-
stematis valoribus quantitatum X, X’, X", X"
mate, obtinemus -

x° = N°°(n°°x° 4 n°'x" 4 n°%x" 4 no%x"” 4 etc)
4+ NoI(n'ox® 4 nity + n'?x" 4 nt3x” 4 etc.)

4 No®(n2°x® 4 n2la’ 4 n22x” 4 n3sa” 4 etc.)

4 No3(n3°x° 4 n3ta’ 4 n32x" 4 n33 " 4 etc.)
etc., nec non . - ¢ ’

¥ = N*°(n%°x 4 n°'a’ 4 n°2ax" 4 n°3a" 4 ete)

+ N“(n'°x 4+ niix 4 ntoy’ 4- n”x’" + ete.)

N"(n“x + n%ty 4 ne r" + 723" 4 ete.)

+ N13(n3%x 4 n3%a’ 4 n3%a2"” 4 n“x"' + ete.)

etc.

nunn
8

etc. e primo syste-

Quum vtraque aequatio manifeésto esse debeat aequatio iden-
“tica, tum in priori tum in posteriori pro x°, a’, a”, x” etc. valores
quoslibet determinatos substituere licebit. Substituamus in priori
x° = Nt°, &' = N1I, " = N13, x"" = N13 etc.
in posteriori vero '
%9 = N°9, &' = Nor, " — NO°8%, &= N°3 etc.

His ita factis subtractio producit
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N1° — NoI —(NOO N1l — Nie Nel) (p01__pto)
+ (ATOO NIB — Arx.o A’OR) (noz_"ﬁo)
+ (N°° N13 — N10 No3) (508 —;30°)
+ ete. '
+ (Nor N1z — N11 No3) (n1%— p2¥)
4 (Not N13 — NTINO3) (p13—psty
+ ete.
+ (Noz N13 — N13 No3) (ngs —ni?2)
+ etc. etc.
quae aequatio ita quoque exhiberi potest
Nio Nort = 2 (A'OC NI — Nis NoB ) (nlﬂ_ nﬂl)
denotantibus ¢ 3 omnes combinationes indicum inaequalium.
b binati indi inaequali
Hinc colligitur, si fuerit n°! = n!°, r°%=p2°, n°3=n?",
ni? =ntt, p13 =31, n%3 =32, etc., siue generaliter n¢f =
fore etiam
]\’xo — _A’Ol
Et quum orde indeterminatarum in aequationibus propositis sit arbi-’
trarius, manifesto, in illa suppositione erit generaliter

N« = N&~s

22.

Quum methodus in hac commentatione exposita applicationem
imprimis frequentem et commodam inueniat in calculis ad geodae-
siam sublimiorem pertinentibus, lectoribus gratam fore speramus
illustrationem praeceptorum per nonnulla exempla hinc desumta.

- Aequationes conditionales inter angulos systematis triangulo-
rum e triplici potissimum fonte sunt petendae. -

L. Aggregatum angulorum horizontalium, qui circa eundem

verticem gyrum integrum horizontis complent, aequare debet qua-
tuor rectos.
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1I. Summa trium angulorum in quouis triangulo quantitati
datae aequalis est, quum, quolies triangulum est in superficie curua,
excessum illius summae supra Quos rectos tam accurate computare
liceat, vt pro absolute exacto haberi possit.

IIl. Fons tertius est ratio laterum in triangulis catenam clau-
sam formantibus. Scilicet si series trianguldrum ita nexa est, vt
secundvm triangulum habeat latus vnum ¢ commune cum triangulo
primo, aliud & cum tertio; perinde quartum triangulum cum
tertio habeat latus commune ¢, cun quinto latus commune d, et
sic porro vsque ad vltimum triangulum, cui cum praecedente latus
commune sit £, et cum triangulo pri’mo rursus latus /, valores quo-
L a b ¢ d : . ..
tientium 7 —a ,'—b-, - T innotescent resp. e binis an-
gulis triangulorum successiuvorum, lateribus communibus oppositis,
per methodos notas, vnde quum productum illarum fractionum fieri
debeat = 1, prodibit aequatio conditionalis inter sinus illorum an-
gulorum, (patte tertia excessus sphaerici vel sphaeroidici, si tri-
angula sunt in superficie curua, resp. diminutorum).

Ceterum in systematibus triangulorum complicatioribus saepis-
sime accidit, vt aequationes conditionales tum secundi tum tertii
generis plures se offerant, quam retinere fas est, quoniam pars
earum in reliquis iam contenta est. Contra rarior erit casus, vhi
aequationibus conditionalibus secundi generis adiungere oportet ae-
quationes similes ad figuras plurium laterum spectantes, puta tunc
tantum, vhi polygona formantur, in triangula per mensurationes non
divisa. Sed de his rebus ab instituto praesente nimis alienis, alia
occasione fusius agemus. Silentio tamen. praeterire non possumus
monitum, quod theoria nostra, si applicatio pura atque rigorosa-in
votis est, supponit, quantitates per v, ¢/, v’ etc. designatas reuera
vel immediate obseruatas esse, vel ex obseruationibus ita deriua-
tas, vt inter se independentes maneant, vel saltem tales censeri
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possint. In praxi vulgari obseruantur anguli triangulorum ipsi, qui
‘proin pro v, ¢/, v’ etc. accipi possunt; sed memores esse debe-
mus, si forte systema insuper c:ntineat triangula talia, quoéum
anguli non sint immediate obse‘ruqti, sed prodeant tamquam summae
vel differentiae angulorum reuera obseruatorum, illos non inter ob-
seruatorum numerum referendos, sed in forma compositionis suae
in calculis retinendos esse. Aliter vero res se habebit in modo
_ ohseruandi ei simili, quem sequutus est clar. Struve (Astronomi-
sche Nachrichten 1I, p.431), vbi directiones singulorum laterum ab
eodem vertice proficiscentium obtinentur per comparationem cum
vna eademque directione arbitraria, Tunc scilicet hi ipsi anguli
pro v, +/, v’ etc. accipiendi sunt, quo pacto omnes anguli triangu-
lorum in forma differentiarum se offerent, aequationesque conditio-
nales primi generis, quibus per rei naturam sponte satisfit, tam-
quam superfluae cessabunt. Modus obseruationis, quem ipse se.
quutus sum in dimensione triangulorum annis praecedentibus per-
fecta, differt quidem tum a priori tum a posteriori modo, attamen
respectu effectus posteriori aequiparari potest, ita vt in singulis sta-
tionibus directiones laterum inde proficiscentium ab initio quasi ar-
bitrario numeratas pro quantitatibus v, ¢/, v* etc. accipere oporteat.
Duo iam exempla elabhorabimus, alterum ad modum priorem, al-
terum ad posteriorem pertinens.

23.

Exemplum primum nobis suppedntablt opus clar. de Kra)en-
hof, Prccis historique des operations trigonometriques faites en
Hollande, et quidem compensationi subiiciemus partem eam syste-
matis triangulorum, quae inter nouem puncta Harlingen', Sneek,
Oldeholtpade, Ballum, Leeuwarden, Dockum, Drachten, Ooster-
wolde, Groningen continentur. Formantur inter haec puncta nouem
triangula in opera illo per numeros 121, 122, 123, 124, 125
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127, 128, 131, 132 denotata, quorum anguli (a nobis indicibus
praescriptis distincta) secundum tabulam p. 77-81 ita sunt ebseruati:

0. Harlingen . .
1.
2-.

oo ow

B

9.

10.
11.

12.
13.
14.

15.
16.
17.

18.
19.
20.

Triangﬁlum 121.

Leeuwarden . .. . 82 47
Ballum....... 46 14

Triangulum 122.

. Harlingen . ... .51 5
.Sneek . .... .. 70 48

Leeuwarden .., .58 5

Triangulum 123.

.Sneek .. ..... 49 30

Drachten ..... 42 52

. Leeuwarden . . . .87 36

Triangulum 121.
Sneek . .. .. .. 45 36
Oldeholtpade . .. . 67 52
Drachten, ... . 66 31

Triangulum 125.
Drachten . . .. .. 53 55
Oldeholtpade . . . 47 48
Oosterwolde . . . .78 15

Triangulum 127.

Leeuwarden . ... 59 924

Dockum . ..... 76 3%
Ballum . ......44 1
Triangulum 128.
Leeuwarden . ... 72 6
Drachten . . ... 46 53
Dockum . ..... 61 0

. o. 50° 58

15”238
15,351
27,202

39,717
33,445
48,707

40,051
59,382
21,057

7,492 .

0,048
50,513

24,745
52,580
42,347

0,645
9,021
51,040

32,043
27,163
4,491
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Triangulum 131 -
21. Dockum . ..... 57° 1 557292
292. Drachten . . , .. 83 33 14,515
23. Graningen ee e+ 30 24 52,397
Triangulum 132
24. Oosterwolde . .. 81 54 17,447
25. Groningen . . . . 31 52 46,004
26. Drachten . ... 66 12 57,246

Consideratio nexus inter haec triangula monstrat, inter 27
angulos, quorum valores approximati per ohseruationem innotuerunt,
13 aequationes conditionales haberi, puta duas primi generis, no-
vem secundi, duas tertii. Sed haud opus erit, has aequationes
omnes in forma sua finita hic adscribere, quum ad calculos tan-
tummodo requirantur quantitates in theoria generali per %, a,d’, a”
etc., B, b, b, b” ete. etc. denotatae: quare illarum loco statim
adscribimus aequationes supra per (13) denotatas, quae illas quan-
titates ob oculos ponunt: loco signorum e, &, & etc. sxmplxclter
hic scribemus (0), (1), (2) etc.

Hoe modo duabus aequatxombus condntlonahbus primi generis
respondent sequentes:

0+ ) +(8)+ (15) + (18) =~ =—2"197

(7) + (1) + 12+ 19) + (22) + (26) =— 0436

Excessus sphaeroidicos nouem triangulorum inuenimus dein-
ceps: 17495 171473 17243; 17698; 078733 17167; 17103; 21613
17403. Oritur itaque aequatio conditionalis secundi generis prima
haec ?): v© 4 o 4 9@ — 480° 0' 1”749 = 0, et perinde
reliquae: hinc habemus nouem aequationes sequentes:

*) Indices in hoc exemplo per ﬁgulas arabicas exprimere praefe-
rimus.



SUPPLEMENTUM THEQRIAE COMBINATIONIS eTc. 35

o+ (1) + (@ =—3958
@+ @+ 6=+ 0722
6) + () + .8 =—0753
©) + (10) + (11) = + 2,355
(12) + (13) + (14) = — 1,201
(15) + (16) + (17) = — 0,461
-(18) + (19) + (20) = + 2,5961 -
(21) + (22 + (23) = + 0,043
(24) + (25) + (26) = — 0,616 !
Aequationes conditionales tertii generis commodius in forma loga-
rithmica exhibentur: ita prior est : .
log sin (v —0"583) — log sin (v®—0"583) — log sin (v —0"382)
4 logsin (v —0"382) — logsin (¥ — 0"414) + log sin (v1—0"414)
—logsin (v*9—0"389) +4-1ogsin (v0*? —0"389) — log sin (+*9—0"368)
+ log sin (v® — 07368) = 0 ' :
Superfluum videtur, alteram in forma finita adscribere. His dua-
bus aequationibus respondent sequentes, vbi singuli codfficientes
referuntur ad figuram septimam logarithmorum briggicorum:

17,068 (0) — 20,174(2) — 16,993 (3) + 7,328(4) — 17,976 (6)
+ 22,672(7) — 5,028(16) 4+ 21,780(47) —19,710(19)

+ 11,671(20) = — 371 ‘
17,976 (6) — 0,880(8) — 20,617 (9) 4+ 8,564(10) — 19, 052(13) .
+ 4,375(14) + 6,798 (18) — 11,671 (20) + 13,657 (21)

. — 25,620(23) — 2,995(24) + 33,854(25) = i 370

Quum nulla ratie indicata sit, cur obseruationibus pondera ,in-
aequalia tribuamus, statuemus p® = p® = p® ete. = 1. Deno-
tatis itaque correlatis aequationum conditionalium eo ordine, quo
aequationes ipsis respondentes exhibuimus, per A4,B,C,D, E, F,
G, H, I, K, L, M, N, prodeunt ad illorum determinationem

aequationes sequentes: "

E2 °
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2197 =54+ C+ D+ E+ H+ I 4 5,017 N

— 0436 =06B+E+ F+ G+ I+ K+ L+ 2,92M
— 3,958 = A4 4+ 3C — 3,106 M

— 0753 = A4 + B 4+ 3 E 4 4,606 M + 17,096 N

+ 2,355 =B 4+ 3 F — 12,053 N

— 1,200 = B + 3G — 14,707 N

— 0,401 = A4 + 3 + 16,752 M

+ 2,506 =4 4+ B 4+ 31 — 8,039 M — 4,874 N

+ 0,043 = B 4+ 3K — 11,963 N

— 0,616 = B + 3L + 30,859 N

— 371 =+ 29628 — 3,106 C — 9,665 D .+ 4,696 E
+ 16,752 H — 8,039 1 + 2902,27 M — 459,33 N

+ 370 = + 5,917 4+ 17,096 E—12,053 F— 14,707 G— 4,874 1
—11,963 K + 30,859 L — 459, 33 M + 3335,46 N

Hinc eruimus per elxmmatlonem

A = — 0,598 - H=+ 0,659
B = — 0,255 : I = + 1,050

C =— 1,234 . K= 4 0,577
D = 4 0,086 L =— 1,351

E = — 0,447 M= — 0,109792
F =+ 1,351 N = 4 0,119681
G =+ 0,271

Denique errores maxime plausibiles prodeunt per formulas

(0) = C + 17,068 M

W)=4 4+ C

(2) = C — 20,174 M

(3) =D — 16,993 M
etc., vnde obtinemus valores numericos §equentes, in gratiam com-
parationis apponimus (mutahs signis) correctiones a clar. de Krayen-
hof obseruationibus applicatas :
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(0) = — 3108
(1) = — 1,832
(3) = + 1,952
(4)=— 0,719
() = — 0,512
(6) = + 3,648
- (1) = — 3,221
(8) = — 1,180

9) = — 1,116
(10) =%k 2,376
(13) = — 2,013

de Kr.

— 27090

+ 0,116
+ 1,722
+ 2,848
— 3,848

.— 0,137 .

4+ 1,000
0

+ 5,928

- 3’ 570

+ 2,414

— 6,014

(14) = + 0”795
(15) = + 0,061
(16) = + 1,211
(17) = — 1,732
(19) = + 2,959
(20) = — 1,628
(21) = 4+ 2,211
(22) = + 0,322
(23) = — 2,489
(24) = — 1,709
(25) = + 2,701

(26) = — 1,606

de Kr.
+ 2”400
+ 1,273
+ 5,945
+ 1,876
+ 6,251
-+ 3,486
— 3,454

0
+ 0,400
+ 2,054
— 3,077

Aggregatum quadratorum nostrarum compensationum inueni-

tur = 97,88435.

seruatis colligi potest,

=v

97,8845
13

= 2"7440

Hinc error medius, quatenus ex 27 angulis ob-

Aggregatum quadratorum mutationum, quas clar. Jle Krayen-
hof ipse angulis obseruatis applicauit, inuenitur = 341,4201.

‘Exemplum alterum suppeditabunt triangula inter quinque
puncta triangulationis Hannoveranae, Falkenberg, Breithorn, Hau-
selberg, Wulfsode, Wilsede. Obseruatae sunt directiones ")z

* ") Initia, ad quae singulae directiones referuntur, hic lamquam arbi-
traria considerantur, quamquam reuera cum lineis meridianis statio-
num coincidant. Obserualiones in posterum complete publici iuris
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In statione FaLkexserc
. Wilsede . .. . ....487°47' 30" 311
. Wulfsode . . . ... 225 9 39,676
Hauselberg . . . . . 26613 56,239
Breithorn . . . ... 274 14 43,634
In statione BrertHorN -
. Falkenberg .. .. . 04 33 40,755
. Hauselberg . . .. . 122 51 23,054
. Wilsede . . . ... . 150 18 35,100
In statione HauseLBEre
7. Falkenberg . . ... . 8629 6,872
8 Wilsede .. ..... 15437 9,624
9. Wulfsode o » . .. 180 2 56,376
10. Breithorn . .. . .. 302 47 37,732
- In statione WuLrsobe
11. Hauselberg . . . . 9‘ 5 36,593
12. Falkenberg . . . . 1 45 27 33,556
13. Wilsede . . . . . .. 118 44 13,159

In statione WiLsepe
14. Fa]kenl)érg o o o L3 7 51 1,027

15. Woulfsode . ... .. 208 29 49,519
16. Breithorn . .. . ., 330 3 7,392

17. Hauselberg . . ... 332 25 20,746

Ex his obseruationibus septem triangula formare licet.

ww e

= IS (-

Triangulum I,
Falkenberg . « « ... .. 8° 0'47"395 -
Breithoret . . .. ... .. 2817 42,299
Hauselberg . . « « o . ¢ 143 41 29,140 -

fient; interim figura inuenitur in Astronomische Nachrichten Vol. L
p. 441,
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Tria'ngulum IL.
Falkeoberg ....... 86°2713"323
Breithorn . . .. .. ... 55 44 54,345
Wilsede « « v .00 s 0o 37 47 53,635
. Triangulum III.
'Falkenberg e 41 4 16,563
- Hauselberg ., . . « ... 102 33 49,504
Wulfsode . ........ 36 21 50,963
v Triangulum 1V,
Falkenberg . . ..... 78 26 25,928
Hauselberg . . . .. ... 68 8 2,752
Wilsede ... ...... 3525 34,281
Triangulum V,
Falkenberg . .. ... .. 37 22 0,365
Waullsede . .. ...... 73 16 39,603 ,
Wilsede « o . v oot 69 21 11,508 .
- Triangulum VI.
Breithorn . ... .. e oo 27 27 12,046
Hauselberg .« « . ... 148 10 28,108
Wilsede . . . . co... 4 929 19,354 -

Triangulum VII.
Hauselberg . . .. . . .. 34 25 46,752
Wulfsode « .. 0. .. 109 38 36,566
Wilsede o oo . ..... 35 55 37,227

Aderunt itaque septem aequationes conditionales secundi generis
(aequationes primi generis manifesto cessant), quas vt eruamus,
computandi sunt ante omnia excessus sphaeroidici septem triangu-
lorum. Ad hunc finem requiritur cognitio magnitudinis absolutae
wltem vnius lateris: latus inter puncta Wilsede et Waulfsode est
22877,94 metrorum. Hinc prodeunt excessus sphaeroidici trian-
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gulorum I...07202; 1I...27442; NL...1"257; IV.... 17910;
V....17957; VI....0"321; VIL.... 17205. ~

Iam si directionis eo ordine, quo supra allatae indicibusque distinctae
sunt, per ¢, ¢, ¢@, v® etc. designantur, trianguli I anguli
fiunt 9@ — p@ ) ) — @, 360° + ¢@ — (9, adeoque aequatio
conditionalis prima . -

R e y(s) - @) 4 V&) - ¢ — 10) + 1790 59' 59"798 =0
Perinde triangula reliqua sex alias suppeditant; sed leuis attentio
docebit, has septem aequationes non esse independentes, sed se-
cundam identicam cum summa primae, (uartae et sextae; nec
non summam tertiae et quiniae identicam cum summa quartae et
septimue: quapropter secundam et quintam negligemus. Loco
‘remanentium aequationum conditionalium in forma finita, adscribi-
mus éequationes correspondentes e complexu (13), dum pro cha-
racteribus ¢, ‘& ete. his (0), (1), (2) ete. vtimur: '

— 1”368 = — (2) + (3) — (4) + (5) + (7) — (10)
+ 1,773 ==— (1) + (2) — (7) + (9) — (11) + (12)
+ 1,042 = — (0) + (2) — (7) + (8) + (14) — (47)
— 0,813 = — (5) + (6) — (8) + (10) — (16) + (17)
— 0,750 = — (8) 4+ .(9) —(11) + (13) — (15) 4+ (17)

" Qequationes conditionales tertii generis octo. e triangulorum
systemate peti possent, quum tum terna quatuor triangulorum I,
I, IV, VI, tum terna ex his IlI, IV, V, VII ad hunc finem
combinare liceat; attamen leuis attentio docet, duas sufficere, al-
teram ex illis, alteram ex his, Quum reliquae in his atque priori-
bus aequationibus conditionalibus iam contentae esse debeant. Ae-
quatio itaque conditionalis sexta nobis erit \
log sin (v® _— ) — 0"067) — log sin (v — 9@ — 0"067)
4+ log sin (¢ — 40D — ("640) — log sin (v@ — ¢© — 07640)
+log sin (v© —¢'® — 0"107) — logsin (¥ — ¢ —0"107) = 0
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atque septiﬁla
log sin (vV® — oW — ("419) — ]og sin (009 — ) __ 0”419)
+log sin (o9 — oD — 07640) — log sin (v — v — "6 40)
+ log sin (v — g0 - 07432) — log sin (V0Dae 19— 9”4 3 32)
=0
quibus respondent aequationes complexus (13)

+ 25 = 4,31(0) — 153,88(2) + 149,57(3) + 39,11(1) — 79, 64(3)
+ 40,53(6) 4 31,90(14) + 275,39(16) — 307,29(17)

—3 =+ 4:31(0) — 24,16(1) + 19,85(2) + 36,11(11) — 2%, 59712)
—7:52(13) + 31,90(14) + 29,06(15) — 60,96(17)

Quodsi iam singulis directionibus eandem certitudinem tribuimus,
statuendo p© = g™ = p'¥ ete. = 1, correlataque septen ae‘ua-
tionum conditionalium, eo ordine quem hic sequuti sumus, per
4, B, Cy, D, E, I, G denotamus, horum determinatio petenda
erit ex aequationibus sequentibus:

+64—2B—2C—2D + 184,72 F — 19,85 G

— 1,308 =

+ 1,773=—244+6B + 2C+ 2E—153,88F — 20,69 G
+ 1,082 = — 2A+28B+46C—2D —2E+ 181.00 F'+ 108, j0G
— 0813 = — 24 —2C 4+ 6D + 2E— 462,51 F — (0,96
= 0,750 =+ 2B—2C+ 2D 4 6 E— 207,29 F—133,65
25 =4 184724 — 153,88 B + 181,00C — 462,51 1)

— 307,29 E 4 224868 F 4+ 16694,1 G
-3 = — 19,854 — 20,69B 4+ 10%,450C — 60,96 D

— 133,65 + 16694, 1P + §752,39G

Hine deducimus per ellmmatnonem
A = — 0,225
B = 4 0,314
C = — 0,058
D =— 0,171
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E = — 0,323
= <4 0,000215915
G = — 0,00547462

Iam errores maxime plausibiles habentur per formulas:

(1) = — B — 24,16 G
Q=— 4+ B+ C— 153,88F 4+ 19,85 G
etc., vnde prodeunt valores numerici

(0) = + 07065 (9) = + 0"021
(1) = — 0,212 (10) = + 0,054 -
2 = + 0,339 - (11) = — 0,219
3) = — 0,193 - (12) = + 0,501
(4) = +023 | (13) =—0,282
(5) = = 0,071 (14) = — 0,256
(6) = — 0,162 -~ (15) = + 0,164

. (7)) = — 0,481 (16) = + 0,230
(8) = + 0,406 (17) = — 0,139

, * Summa quadratorum horum errorum inuenitur = {1,2288;
hinc error medius vnius directionis, quatenus e 18 directionibus
obseruatis erui potest,

1,2288
=Y — = 074190

25
Vit etiam pars altera theoriae nostrae exemplo illustretur, inda-
gamus praecisionem, qua latus Falkenberg~Breithorn e latere Wil-
sede- Wulfsode adiumento obseruationum compensatarum determi-
natur. Functio z, per quam illud in hoc casu exprimitur, est
H 13) 19 g’ . 8 (0 e 16) "’
= 22877"94X:;:((:(u)___:((o)___.g"gg%)‘ :;: Ez«s) 0(4)) O”§14)
. — W —0781%)

4
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‘Huius valor, e valoribus correctis directionum v, ¢ etc,
inuenitur
= 26766™ 68

Differentiatio autem illius expressionis suppeditat, si differen-
tialia dv©@, do® etc. minutis secundis expressa concipiuntur,

du = 0716991 (d ¢ — dut) 4 0™ 08836 (A v — d ')
—0703899 (d ¢+ —d ¢9)4-0™ 16731 (d 94 — d p010%)

" Hinc porro inuenitur

[al] = — 0,08836
(0] = + 0,13092
[c?] = — 0,00260
[d4] = + 0,07895
[e /] = + 0,03899
[f?] = — 40,1315
[g¢] = 4+ 10,9957
[72] = + 0,13238

Hinc'deniqu;e' p.er methodos supra traditas iﬁﬁenitur, quatenus
metrum pro vnitate dimensionum linearium accipimus,

1 A
7 = 0,08329, sive P = 12,006

wnde error medius in valore lateris Falkenberg - Breithorn metuen-
dus = 0,2886 = metris, (vbi m error medius in directionibus ob-
seruatis metuendus, et quidem in minutis secundis expressus), adee-
que, si valorem ipsius m supra erutum adoptamus,

= 0™ 1209 '

Ceterum inspectio systematis triangulorum sponte docet, pun-
ctum Hauselberg omnino ex illo elidi potuisse, incolumi manente
Bexu inter latera Wilsede - Wulfsode atque Falkenberg- Breithorn,
Sed a bona methodo abhorreret, supprimere idcirco obseruationes,
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quae ad punctum Hauselberg referuntur ), quum certe ad prae-
cisionem augendam conferre valeant. 'Vt clarius appareret, quan-
tum praecisionis augmentum inde redundet, calculum denuo fecimus
excludendo omnia, quae ad punctum Hauselberg referuntur, quo
pacto e 18 directionibus supra traditis octo excidant, atque reli-
quarum erfores maxime plausibilis ita inueniuntur:

(0) = + 07327 (12) = + 07206
(1) = — 0,206 (13) = — 0,200
3) = — 0,121 . (14) = + 0,327
4) = 4+ 0,121 (153) = 4+ 0,206
6) = — 0,121 (16) = + 0,121

Valor lateris Falkenberg-Breithorn tunc prodit = 26766™ 63, pa-
rum quidet a valore supra eruto disérepans, sed calculus ponde-
ris producit ' '

1 . .
7 = 0,13082 siue P =17,644

adeoque error medius metuendus = (,36169 m metris = 0™ 1515
Patet itaque, per accessionem obseruationum, quae ad punctum
Hauselberg referuntur, pondus detgrminationis lateris Falkenberg-
Breithorn auctum esse in ratione numeri 7,644 ad 12,0006, siue
vnitatis ad 1,571. :

*) Maior pars harum obseruationum ijam facta erat, antequam punctum
Breithorn repertum, atque in systema receptum esset,

A Y




/

o ,TH@O#EMATIS FUNDAMENTALIS
'DOCTRINA DE RESIDUIS
QUADRATICIS IDEMONSTRATIONES |

. ET
’ AMPLIATIONES NOVAE

I AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS,

ORDINIS GUELPHORUDN ATQUE ORDINIS DANNEBROG EQUITE, BRITAN-
" NIARUM HANNOVERAEQUE REGI A CONSILIIS AULAE, OBSERVATORII
REGII GOTTINGENSIS DIRECTORE, ASTRONOMIAE IN UNIVERSITATE
GOTTINGENSI PROFLESSORE, SOCIETATUM REGIARUM GOTTINGENSIS ET )
LONDINE’NSIS,_ACADBMIAE BEROLINENSIS, SOCIETATIS ITALICAE

’ ALIARUMQUE 60ODALI.

v/}

'
R —

GOTTINGAE

APUD HENRICUM DIETERICH. -

MDCCCXVIIL, _ .






<

o

Ty ’ . T ‘ ’

“pulcherrimas arithimeticae fublimioris veritates refertur

) \_&Q‘,—L\L\}\,L(. Acaictard

THEOREMATIS FUNDAMENTALIS

- IN
DOCTRINA DE RESIDUIS OUADRATICIS
*  DEMONSTRATIONES ET AMPLIATIONES

NOVAE

AUCTORE’ N
"CAROLO FRIDERICO _GAUSS
SOC. REG. SCIENT. TRADITAE 18:r7. FEBR

. 0.

Theorema fundamentale de refiduis quadraticis, quod inter
, facile
quidem per inductionem detectum, Tonge vero difficilius demon.
firatum cft. - Saepius in hoc genere accidere folet, ut veritatum
fimplicifimarum, quae [crutatori per inductionem fponte quafi fe
offerunt, demonfirationes profundiffime lateant, et poft multa
demum tentamina irrita, longe forte alia quam qua quaefitae

_erant vis, tandem in lacem protrahi poflint.- Dein haud raro-
fit, quam primum una inuenta eft via, ut plures fubinde pate.

fiant ad eandem metam perducentes, aliae brevius et magis di-

recte, aliae quafi ex obliquo et 8 principiis longe diverfis exorfae, -

inter quae et quaeftionem propofitam vix ullum vinculum fuspi-
catus fuilfes. Mirus hujusmodi nexus inter veritates abftrufiores
non folum peculiarem guandam venuftatem hisce contcmplationi-
bus conciliat, fed ideo quoque fedulo inveltigari atque enodari
meretur, quod haud raro nova iplius [cientiae fubfidia vel incre-
menta inde demanant.

- A 7 ' Etfi
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B Y 1gxtur theorema lulhmetxcum de quo hic agetur, per
curas anteriores, quae quatuor demonﬁutiones inter fe prorfus
"diverfas *) [uppeditaverant, plene abfolutum- videri pofBt, tamen
denuo ad idem argumentum revertor, duasque alias demonfira-
tiones adjungo, quae novam certe lucem huic rei affundent.
Prior quidem tertine quodammodo affinis eft, quod ab eodem
lemmate proficiscitur; poftea vero iter diverfum profequitar, -ita
‘ut merito pro demonfiratione nova_ haberi poflit, quae concinni-
tate ipfa illa tertia & non fuperior faltem haud inferior videbitur.
- Contra demonftratio fexta principio plane diverfo fubtiliori innixa
eft, novumque f[iflit exemplum mirandi nexus inter veritates
arithmeticas pnmo afpectu longiffime ab invicem remotas. Dua-
" bus hisce demonftrationibus adjungitur algorithmius novus pers
‘ﬁmplex,ad’dijudicandum, utrum numerus integer datus, mumeri .
primi dati refidunm quadraticum fit an non refiduum.

Alia adhuc affuit ratio, quae ut novas demonltrationes, no-
vem jam abbinc annos promiffas, nunc potillimum promulgarem,
effecit.  Scilicet quum inde ab enno 1805 theoriam refiduorum
cubicorum atque biguadraticorum, argumentum longe difficilius,
perfcrduri coepiffem, fimilem fere fortunam, ac olim in theoria
refiduorum quadraticorum, expertus fum. Protinus quidem theo-
remata ea, quae has quaeltiones prorfus exhauriunt, et in quibus
mira analogia cum theorematibus ad refidua guadratica pertinen-
tibus eminet, per inductionem detecta fuerunt, quamprithem via
idonea quaefita eflent: omnes vero conatus, ipforum demoufira- -
tionibus ex omni parte perfectis potiundi, per longum tempus
irriti, manferunt. "Hoc ipfum incitamentum erat, ut demonfira-

: . tionibus -

¢) Duae expofitae funt in Disquifitionum Arithmeticarum Sect. quarta et

quinta; tertia in commentatione peculiarl (Comment, Soc. Gotting.

‘ Vol. XVI), quarta inferta eft commentationi: Swmmatio guarssdam
- Jerierum fingularium (Commentt, Recentiores, Vol, l.)
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tionibus jam cognitis circa refidua quadratica alias aliasque addere
tantopere fluderem, fpe fultus, ut’ ex multis methodis diverfis
una vel altera ad illufirandum argumentum affine aliquid can.
ferre poffet. -Quae [pes neutiquam vama fuit, laboremque inde-
fellam tandem fuccellus prosperi fequuti funt. Mox vigiliarum
fructus in publicam lucem edere licebit: sed antequam arduum
hoc opus aggrediar, femel adhuc ad theoriam refiduorum quadra-
ticorum reverti, omnia quae de eadem adhuc fuperfunt agenda
abfoluere, atque fic huic anthmeucae fubhmlons Qam quafi

valedicere conflitui.

I‘ lzeoremal«u fundamentalu in theoria rqf duorum quadratz-

corum démonfiratio quinta.

IQ

1In introductione jam declaravimus, demonftrationem quin-
tam et tertiam ab eodem lemmate proficisci, quod commoditatis
caufla, in fignis disquifitioni praefenti adaptatis hoc loco repetere
vifum eft.

Lemma, Sit m manerus priinus (pofitivus impar), M integer
" per m non diviftbilis; capiantur refidua miniina pofitiva numerorum

M, o, 3M, 4M ...... § (i—1) M | ,
Jecundwn modulumn m, quae partim erunt minora quam g m,
partimn maJOra. pofteriorum multitudo fit = n. Tunc erit M re-
 fiduum quadrancum ipfius m, wvel non ref duum, prouc n par eft,
‘vel .impar. -

Dzmonsn Sint e refiduis illis es, quae minora funt quam
% m, baec-a, b, ¢, d etc.; reliqua’ vero, majora quam }m, haeo
a’, b, ¢/, d’ etc. Polteriorum cbmplementa ad m, puta m—a’
m —b/, m—c/, m— d’ etc. manifelto cuncta minora erunt quam

} m, atque tum inter fe tum a refiduis a, b, ¢, d eto diverfa,
’ ' quame
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quamobrem cum hig fimul fumta, ordine’ quidem mutato, iden:

tica erunt cum omnibus numeris 1, g, 3, 4 .... £(m—1). Sta-
tuendo itaque productum T

2.2 3. 4o veui & (m--vx) =P

_erit -

.— a bcd seee N ('n—al) ('n_b’) (m-—c’) ('n-‘_dl)ccoco
adeogue

Porro fit, fecandum modulum m, -

pms("'v"‘):abcd.... % a'blcidl....

© = abcd.... ¥ (a'’—m) (b'—m)(c!—m)(d'—m)....
adeoque ' ' -

PM;(m-—l)——- P(— ,)n

Hine M3™ 7 = 4, accepto ﬁgno fuperiori vel inferiori,
prout n-par eft vel impar, unde adjumento theorematis in Dis-
guifitionibus Arithineticis art, 106 demonlirati lemmatis veritas
fponte demanat. : '

-

2.
TueoRemA. Sint m, M integri pofitivi impares inter [

r@s pof tivis numerorum m, am, 3m ..... 1(M —1)m fecqndum
modulum M, quae funt majora quam % M.  Tunc tres numneri, n,
N, z(m""‘)(M — 1) vel omnes f mul parcs erunt, vel unus par
duoque reliqui impares. ‘
DemonsTR. Defignemus

(=) P=abcd..... ¥ (a —m) (b’-—m) (c’—m) (df—m).....‘

primi, n multitudo eorum e refiduis minimis pofitivis numnerorum M,
'sM, 3M ...l } (ne=1) M fecundum modulum m, quae [unt
_ma]ora quam % m; ac perinde N multitudo eorumn e refiduis mini-

per f complexum numerorum 1, 2, 3 ..... (m--:)l .

per [/ complexum numerorum mn—1, m—zg, m——3 verer F(n 1)
per F complexum numerorum 1, 8, 3 e § (M =—1)

. per
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_per F/ complexum numerorum M —1, M — o, M ~— Goeerr d 1M ) ’

Indicabit itaque n, quot numeri Mf refidua fua minima pofitiva
fecundum modulum m habeant in complexu f/, et perinde N in-
dicabit, quot numeri m F.habeant refidua fua minima poﬁuvs
Iecundum modulum M in complexu F. Demqne defignet

@ complexum numeroxum 1, 8,3 ..... % (mM—-x)

@’ complexum numerorum mM—-—:, mM—g, mM—3.....(inM+1)

Quum quilibet integer per 1 non divifibilis fecundum modulum

m vel alicui refiduo ex f.vel alicui ex f' congruus efle debeats
ac perinde quilibet mxeger .per M non divifibilis fecundum 'mda
dulum M congruus fit vel alicui ‘refiduo ex F vel alicui ew F':

omngs numeri @, inter quos manifeflo nullus per m et M fimul

divifibilis octurrit, in octo clafles fequ'emi modo diltribui poflunt.

1. In prima clalle erunt mumeri fecundum modulum s ehicui

. numero ex f, fecundum modulam M vero alicui numero ex F

.congmi. Defignabimus multitudinem bqruin Rumerorum per o.

1I. Numeri fecundum modulos m, M relp. nameris ex f, F' con-
gruiy’ quorum multitudinem Ratuemus = §. '

1II. Numeri fecundum modulos mr, M refp. numeris ex £ F
congrui, guorum multitudinem [tatnemus = o,

1V. Numeri fecundum modulos m, M reflp.- numens ex fl
congrni, quorum multitudo fit = é.

V. Numeri per m divifibiles, fecundum modulum M vero uﬁdmg

" ex F congrui.

-'¥1. Numeri per m dxvxﬁbxles, fecandum modulam M vero refi-
duais ex F’ congru:. . ' ,

VII. Numeri per M divifibiles, fecundum modulum m autem re-

fiduis ex f.congrui. i
 VIII. Numeri per M dxvxﬁbxles, fecundum moduolum m vero re-

ﬁdms ex f' congrux.

-

Mani.
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Manifefto claﬂ'oa Vet VI ﬁmnl fumtae complectentur omnes
pumeros m F, multitudo numerdrum in VI contentorum erit = N,
‘adeoque multitudo numerorum in V contentorum erit (M —1)—N,
Perinde claffes VII et VIII fimul fumtae continebunt omnues

. mumeros M f, in clafle VLI reperientur n numeri, in clalle AL

. autem § (n=-1) —n. . .

" Prorfus fimili modo omnes numeri $’ in octo clafles IX —XVI
‘diftribuentur, in quo negotio fi eundem ordinem fervnmus, fa-
cile perfpicietur, numeros in claffibus

IX, X, XI, XII, Xxi, xiv, xv, XV[
contentos refp. efle complementa numerorum in claflibus
IV, I, 11, I, VI, vV, VIII, VII
contentorum ad mn M, jta ut in claffe IX reperiantur J numeri;
" in clalfe X, y et fic porro. Jam patet, fi omnes numeri primae
clalfis affocientur cum omnibus numeris clallis' nonae, haberi
‘omnes numeros infra m3#, qui fecandum modulum m alicui
numero ex f, fecundum modulum M vero alicui numero ex F
funt congrui, quornmque multitudinem aequalem effe multitudini . -
ompnium ‘combinationum fingulorum f cum fingulis F, facile
perfpicitur. Habemus xtaque .
at+d =} m—1) (M—1y
fimilique rauone'etiam erit
. E+y =% (m—1) (M—1) :
Junctis omnibus numeris claffium II, IV, VI, mamfoﬁo ha-
" _bebimus omnes vumeros infra § m M, qui alicui refiduo ex F’
fecundum modulum 3/ congrui [unt. lidem vero num,eu ita -
quoque exhiberi poffunt:

F, M+F’ seM+4 F, 3M+F.. ..,(m—n)M+F‘

unde pmx_num multitudo erit = § (m—1) (M —1), five habebimus
E+34 N = §(n—1) (M—1) |
~ Perinde e junctione omnium claffium III, IV, VIII colligere licet

 7+3
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© yd+d4a=(m—) (M=)
Ex his quatuor aequationibus orivmtur fequentes:
- ge = Fm—=)(M—1)+n+4+N
2l = -,,(m—x) (M—1) 4 n—N
gy =% (m=1)(M—1)—n4+N -
. 2d =% (m—1) (M —1) —n=N -
quarum quaelibet theorematis veritatem monfirat.

: 3.

Quodfi jam fupponimus, 1 ¢t M elle numeros primos, e.
combinatione theorematis praecedentis cum lemmate art. 1 theo-
rema fundameatale protinus demanabit. Patet enim,

1. quoues uterque m, M, flive alteruter tantum, Gt formae
4 k+ i, oumerum (m— 1) (M — 1) fore parem, adeoque n et N
“vel fimul pares vel ﬁmul impares, et proin vel utrumque m et M
alterins refiduum quadraucum vel utrumque alterius non refi.
duem quadraticum.

II. Quoties autem uterque m, A eft formae 4k + 3, erit
4 (m—1) (M —) impar, hinc unus numerorum =n, IV par, alter
impar, et proin unus numerorum m, A alterius refiduum qua-
draticum, alter alterius non refiduum quadraticum. Q, E. D.

Theorematis fundamentalzs in theoria refzduarum qaadratzca-'
rum demoq[tratzo Sexta.”

1.

Tueonema. Defignante p numerum. primumn (poficivian im-
parem), n integrum pofitivum per p non divifibilen, x quantita-
temnn indeterminatam, [unctla 14 x84 x3n -+ x3n -+ etc. -} xnp—n
divifibilis erit per 1 +x 4+ xx 4 3 + etc. 4 xP—1.

DemoNSTR.  Accipiatur integer pofitivus g ita ut fiat
gn = 1 (mod. p), Ratuaturque gn = 14 hp. Tunc erit

B 14xn
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' 1+x"-l-x’"+a:5"+etc.+xnr—n (n-'-eb"ﬁ) (1:—:::)'
A+x +xx fx3 Joete. fxP—2. “(—z") (1—xP)

_ (1—znp) (r—xgn — B 2hr+1)
- (1 —x8) (1 =—xP) . ..~ o
1—xnp  1—x87 - x(1=—oenp) 1e=xhp

1—xP ' 1—x%  1=—x"  1—XP

* -—
—-—

' gdeoqne'manifcﬁo functio integra, Q. E. D.. ..

1—zx"P ‘
Quaelibet itaque functio integra ipfius x per T dxvxﬁ-
1 —-xP

—

bihs, etiam divifibilis erit per
1 -2

N

‘ 2. .
]
Deﬁgnet o radicem primitivam poﬁnvam pro modulo p, i e.
it o integer pofitivug talis, ut refidua minima pofitiva poteftatum
) l, u’ Ctd, “30100.0 ap-’) f -~

. fecundum modulum p fine refpectu ordinis cum numeris 1, 3, 3
P P ' &4
«e... p—=1. identici fiant. Delignando. porrb per fx funcuonem

x4 x4 x4z +etc.+w‘ -|—1

patet, fx —1 — x —xx — x3 — etc. —xP—* divifibilem fore per

1=—xP
pg—— =14 x+xx+x3 4 ete.
+ xp—1, per quam 1taque functionem 1ipsa quoque fx dwnﬁbxhs

érit. Hinc vero l'equuur quum x expnmat quanmatem indeter-
1 =—xnP
minatam, elle quoquef (xm) dxvxﬁbnlem per ~——-

xn

1—2xp, adeoque a potiori per

, et proin

1 —

P
(art. praec.) etiam per. 3 quoms quxdcm n fit integer, per p
1

—_—
non divifibilis. Contra, gnoties = elt mteoet per p divilibilis;

fingulae partes functionis f (x”) unitate diminutae divifibiles

erunt per 1 —x7; quamobrem in hogc calu etiam f (x") ~ p per
1—xP

z—xP et proin euam per el divifibilis erit, -

Tty

o “ ' 3
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THEOREMA. Statuendo IR
x—:'c' +:c"—-m‘~3+a:":—etc —'.r,' =&
ent E& = p divifibilis ﬂer
tles pelt formae 4k -|- 1, mfenon. quoties p eft formae 4k + 3.

!

Py
L accepto ﬁgno fupenon, quo-

"DEMONSTA, Facile perspncxemr, ex p—x funcnombus hxsce
: —g
+ xé— xx+x'+l—:t:-~+l + ete. + x4

—x* £ — x2s | xests — xFa | oete, f x4
+ x=- E — x8e% } xo¥ree — gatiae L oetc. |- ! pxa
—_ x.-’& — x2a3 + xtted — x.5+.3 + etc. 4 x4 -
ete. usque ad . o : ,
— &—x"p 9+x,r—l P9 xz"+-”-’-|-etc. 4 e TP
primam fieri = o, fingulas reliquas autem per 1 — xP divifibiles,
Quare per 1 — xP. euam lelﬁblllS erit omnium fumma, quae
colligitur = ’
EE — (fax) —1) + (f(x-+')— :> — (f(meesr)— D+
- (fl@sty—1) —ete. + (fz ) —1)"
=& —flax) +flet) — [t + fEh) —eta
| FfEITI=Q
—xP

1
Erit itaque haecce exprelﬁo Q) etiam dnvxﬁbxhs per Py

inter exponentes g, a—|- 1, ac+ 1, a3+ 1..ccc «P=2 41 unie

cus tantum erit divifibilis per p, puta o;“(P )-]- 1, unde per

art. praec. fingulae partes expreflionis () hae
f(x:!:) f(x“+') f(x:-.;.x) (fxu3+1) etc.,

1
excepto folo termino f(x=* +1), divifibiles erunt per e

Jam

1 = XP

Iftas itaque partes delere hcebxt, ita ut per - etiam divifi-

bilis maneat functio

g = ftT

.|.l) .
B2 ~ ubi
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_ub—i fignum fupeiius vel inferius valebit, prout p eft formae 4k 41

. 2(p=—1)
~vel formae 4k + 3. Et quum infuper f(a:-’,P +1)=p divifibi-
. —_— ) : ’ N o A :
lis it per }——:—, erit etiam ££ == p per :—-_7 divifibilis. 0. E. D
4 . Ne duplex fignum ullam ambignitatem adducere poflit, per
¢ numerum 4 1 vel — 1 denotabimus, prout p eft formae 4Is+1
G —x) (E&-—SP) ’

y—2xP
ipfius x, quam per Z defignabimus.

vel 4k+ 3. Erit itaque

funcuo mtegra

4+ -
Sit g numerus pofitivus impar, adeoque § (g—1) integer.

Erit itaque (6&‘)!(‘7 ‘)_(3,,)‘3('7 1) dxv:ﬁbnlls per E£—epy |
1 (g=1)

1 —xP
et proin etiam per — .. Statnamus ¢ =4, atque
1—x .
3(9—1) _ 1e=—xP :
Eq—‘ - 3 * = —— Y
1—x

eritque Y functio integra ipfius x, atque 3= -+ 1, quoties nnus
numerorum p, g, five etiam uterque, eft formae 4% 4 1; contra
erit § = — 1, quoties uterque p, ¢ eft formae 44 + 3.

4

- s'...
Jam fnpponémus, . q quoque eﬂ'e numerum pnmum (ap
dwer(um) patetque, per theoxema in ‘Disquifitionibus Artthmetzas

art. 51 demonliratum,

£ — (x9 — x7% 4 x92% — x9°7 J- ete. — x9 )

divifibilem fieri per ¢, five formae ¢ X, ita ut X fit functio inte-
gra ipfius x etiam refpectu coéfficientium numericorum (quod
etiam de functionibus reliquis integris hic occurrentibus Z, Y, W~
fubintelligendum eft). Defignemus pro modulo p atque radice
primitiva_« indicem numeri g per ) i e it ¢ = a* (mod. p).
Erunt uaque numeri ¢, qo, qace, qa? ..... gaP—2 [ecundum

modu-
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modulum p refp. congrui numeris a#, a**r, arts .. aP—%
1, @y et +eses t#—1, adeoque o .
‘ xq = ’
| xqe = ettt
KIS x-“+’,
qua J— xs"'fs
.

-
xq.P—#t—l
xqef
xgePf

— OP;- 2

—-— O

-—
—uty — s

—

’
L] L] L4 [

xqeP T — T

per 2 —xP divilibiles. Quibus quantitatibus, alternis vicibus
pofitive et negative fumtis atque fummatis, patet, per 1 — xP
divifibilem efle functionem .
| X9 = X9% 4 X9 = x9S f-ete. — x9P 0 3 £

valente figno [uperiori vel inferiori, prout yx par fit vel impar,
i. e. prout g fit refiduum quadraticum ipfius p vel non refiduum.
Statuemus itaque

xXg — %9 4 x9%¢ = x9° fetc. — X9 " = g £ = (1—xP) W
faciendo ¥ = -} 1, vel 4y =—1, prout g eft reliduum quadrati-
cum ipfius p vel non refiduum, patetque, I¥ fieri functionem
integram,

6.

His ita praeparatis, e combinatione aequationum praeceden-

tium deducimus
. qEX
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304=0) - 37ga),

gEX=ep(p
Supponamus, ex divifione functionis £X per -

xXP—! 4 xPp—2 4 xP—5 4 etc. - x41
oriri quotientem U cum refiduo T, five haberi
- . 1 — P . b

EX=""2_ . U+T

1—x . :

ita ut U, T fint functiones integrae, etiam refpectu coéfficien-
tium numericorum, et quidem T ordinis certe inferioris, quam
divilor. Erit itaque o

392 1—xP

aT-ep @ =)= 222 2@ ) YEE- W0 -q)

quae aequatio manifefto fubfiftere nequit, nifi tum membrum a
laeva tum membrum a dextra per fe’ evanescat. Erit itague
ep (3,;%("—’) — ) per g divifibilis, nec non etiam é‘p*“"‘)—%
adeoque etiam propter §d = 1, mumerus pé(q—’) — yd per q
divifibilis erit. ‘ ‘ '

Quodfi jam per § delignatur unitas pofitive vel negative
accepta, prout p eft refiduum vel non refiduum quadraticum
numeri ¢, erit p%(q"‘)\._ & per g divifibilis, adeoque. etiam
€ —<J, quod fieri nequit, nifi fuerit §=¢J. Hinc vero theo-
rema fundamentale fponte [equitur. Scilicet

I. Quoties vel uterque p, g, vel alteruter tantum eft formae
4k 41, adeoque = 41, erit §=¢, et proin vel fimul ¢
reiduum quadraticuam ipfius p, atque p refidunm quadraticum
ipfius g; vel fimul g non refiduum-ipfius p, atque p non refi-
duum ipfius q. v

IL  Quoties uterque p, g eft formae 4k +~5, adeoque §=—1,
erit §=—¢, adeoque vel fimul ¢ refiduum quadraticum ip-
‘fius p, atque p mon refiduum ipfius g; vel fimul ¢ non refi-
duum iplius p, atque p refiduum ipfius g. Q. E. D. ‘

. ' ) © Algo-

_75+::_:%". ZOp* " = YEE-WE (1)

<«
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Algorithmus novus ad decidendum, utrum numerus integer

pofuwu: datus numeri primi pofitivi dati refiduum quadra-
ticum [it an non refiduum.

- ’Io
Antequam folutionem novam hujus problematis exponamus,
folutionem in Disquzﬁtionibus Arithmeticis traditam hic breviter

‘repetemus, quae fatis quidem expedite perficitur adjumento theo-

rematis fundamentalis atque theorematum notornm fequentium:

1. Relatio numeri a ad numerum b (quatenus ille hujus refi-
duum quadraticum eft' five non refiduum), eadem elt quae

numeri ¢ ad b, i @ = ¢ (mod. b).

“II. Si a elt ‘produétum e factoribus «, §, v, ¢ etc.f, atque b

numerus primus, relatio ipfius @ ad b ita a relatione horum
factorum ad b pendebit, ut @ fiat refiduum quadraticum ipfius
b vel non refidaum, prout inter illos factores reperitur mul-
titudo par vel impar talium, qui:Bot non refidua ipfius b.
Quoties itaque alnqms factor eft quadratum, ad eum in hoc
examine omnino non etit refpiciendum; fi quis vero factor
eft poteftas integri cum exponento xmpsn, illius vice xpfe hig
mteger fungi potent. ’

1II. Numerus e eft reﬁduum quadraucum cujusvis numeri primi
formae gm +1 vel gm 47, non refiduum vero cujusvis
numeri- primi formae gm 4 3 vel gin 5. '

Propofito 'itaque numero a, cujus relatio ad numerum - pri-
mum b quaeritur: pro a, fi ma}or eft quam b, ante omnia fub--

“fiituetur ejus reiduum minimum pofnvum fecundum modulum

b, quo refiduo in factores - fuos pnmos refoluto, quaefiio per

theorema II reducta eft ad inventionem relationis fingulorum

borum -factorum ad b, Relatio factoris 2, (fiquidem adeft vel

femel, vel ter, vel qumqunes etc.) innotescit per -theorema IIL;
relatio

-
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relatio reliquorum, per theorema fundamentale, pendet a rela-
tione iplius b ad fingulos. Hoc itaque modo loco unius relatio-
‘nis numeri dati ad namerum primum b jam inveftigandae funt
aliquae relationes numeri b ad alios primos impares ipfo b mi-
nores, quae problemata éodem modo ad minores modulos depri-
mentur, manifeffoque hae deprefliones fuccelfivae tandem ex-
haufiae erunt. :
2, |

Ut exemplo haec folutio illufiretur, quaerenda fit relatio
‘numeri 103 ad 379. Quum 103 jam [it minor quam 379, atque
ipfe numerus primus, protinus applicandum erit theorema fun-
damentale, quod docet, relationem quaefitam oppofitam efle
relationi numeri 379 ad 103. Haec iterum aequnlij eft relationi
numeri 70 ad 103, quae ipla pendet a relationibus numerorum
a, 5, 7 8d 103. Prima harum relationum e theoremate III inno-
tescit. Secunda per theorema fundamentale pendet a relatione
numeri 103 ad 5, cui per theorema I aequalis elt relatio numeri
3 ad §; haec iterum per theorema fundamentale pendet a rela-
tione numeri 5 ad 3, cui per theorema 1’ aequalis elt relatio’
numeri & ad 3, per theorema III nota. Perinde relatio numeri
7 ad 103 per theorema fundamentale a relatione numeri 103 ad 7
pendet, quae per theorema I aequahs eft relationi numeri § ad 7;
haec iterum per theorema fundamentale pendet a relatione numeri
7 ad 5, cui aequalis eft per theorema I relatio numeri g ad 5
per theorema 1II nots. Quodfi jam hanc snalyfin in fynthefin
transmutare placet, quaeltionis decifio ad quatuordecim momenta
referetur, quae complete hic apponimus, ut major concinnitas
folutionis movae eo clarius elucescat.’

‘2, Numerus g eft refiduum quadraticum numeri 103 (theor. III),

2. Numerus g eft non refiduaum qhndraticum numeri 3 (theor. 11I).

3.
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3. Numerus § eft non reﬁduum quadratioum numeri 3 (ex Iet »\).
4 Numerus 3 eft non refiduum quadraticum numeri 5" (theor.
fuund. et 3).
5. Numerus 103 eft non refiduum quadraucum numeri 5 (I et 4).
6. Numerus 5 elt non refiduum quadraticum numen 103 (lheor.
fund. et 6).
7. Numerus g eft non refiduum quadraticum numeri 5 (theor. III)
8. Numerus 7 elt non refiduum quadraucum aumeri 5, (I et 7).
9. Numerus § eft non refiduum quadraticuni numeri % (theor.
fund. et g). . - ‘
10. Numerus 103 eft non refiduum quadraticum numeri 7, (I et g).
11. Numerus 7 elt reiduum quadraticum numeri 103 (theor.‘
fund. et 10).
12. Numerns 70 eft non refiduum - quadratxcum numeri 103,
(rn v, 6, 11). : ‘ '
13. Numerus 379 eft non refiduum quadraticum numeri 103,
(L etag).’ ‘
14. Numerus 103 eft refiduum quadraticum numeri 379 (theor.
fund, et 13) ,
¢ o .
In fequentibus brevitatis canfla utemur figno in Comment.
" Gotting. Vol.XVIL, introducto. Scilicet per [x] denotabimus quane
litatem x ipfam, quoties x elt integer, five integrum proxime
minorem quam ‘x, quoties x eft quantitas fracta, ita ut x — [x]
femper fiat quantitas non’ negativa unitate minor.

3

Prosrzva.  Denotantibus a, b integros. pofitivos inter fo
, primos, et pofito [} a] = a’, invenire aggregatum

b eb 317 , qb al»b v’ . .
G+ QI+ Q)+ [Tl +ete + (7] :
. - C Sor.

\/
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Sor. Defignemus brevitatis caulla hu]usmodx aggregatum
per @ (a, b), ita ut etxam fiat

0G0 =+ 53 + B + eto + 5]

fi Ratuimus [3b]=0" In ,demonftrauone tertia lheorematis fun-
damentalis oftenfum eft, pro calu eo ubi a et b funt impares, -fieri
| ® (a,b) + @ (b, a) = a'bf

facileque eandem methodum fequendo veritas hu]us propofitianis
- ad eum quoque cafum extenditur, ubi alteruter numerorum a, b
eft impar, uti illic jam addngnavxmus Dividatur, ad inftar

methodt, per quam duorum integrorum divifor communpis maxi.

mus inveltigatur, a per b, fitque & quotiens atque c¢ refiduum;

dein dividatur b per ¢ et fic porro, xta ut habeantur aequationes

a=2¢8b+ ¢
b: c+ d
d + e

d = ¢gec + [ et
‘Hoc modo in ferie numerorum continuo decrescentium b (8
d, ¢, [ etc. tandem ad unitatem perveniemus, quum per hyp a
et b [int inter fe primi, ita ut aequauo uluma fiat
= Al 4+ 1

Quum manifeflio habeatur
I]—[€’+b]—€+[b] | :
(3] = (8 + 51 =28 + 3]
{,,1-[3@4— F =58+ 2]

etc , erit .

0 G )= 9 B o)+ 18 MY + b) - -

et proin : . -

P(ad) =ab — gé’(b‘b‘-l-b’)—-@(b c)

Per fimilia ratiocinia ﬁt, fi ftatuimus [{ c] = ¢/, [l d] d'[je]l=¢éetc,
@ (bye)=blect — § (c‘c’-]—c')-—@{c,

Q(c,d)=cdl — ’A(d'd'+d')—g)(d e)

Qe =de—jelele +eY=0(ef)

etc. usque ad

RACLEY S R YNGR NURY:

Hinc,

N
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Hinc, quoniam mﬁnifeﬁo eﬁ‘@ @, 1) = o, colligimus formulam
Q (ab) =a'b —be + c'd —de + eto. = KU
L EE(b b+ b) by (c e o) =3 S(dd ) (e el T e)
e—ete. AUV V) : o

. 4.

Facile jam ex iis, quae in demonfiratione tertia ‘expofita funt,
colligitur, relationem numeri b ad a, quoties a [it numerus pri-
mus, fponte cognosci e valore aggregati @ (a, ab). Scilicet prout
" hoc aggregatum elt oumerus par vel impar, erit b reliduum qua-
draticum ipfius a vel non reliduum. Ad eundem vero finem
ipfum quoque aggregatum O (a, b) adhiberi poterit, ea tamen
reltrictione, ut cafus ubi b imnpar elt ab eo ubi par et diftingua-
tur. Scilicet . : :
I. Quoties b eft impar, erit b refiduam vel non refiduum qua-

draticum_ipfius a, prout Q (a, b) par eft vel impar.

- IL. Quoties b eft par, eadem regula valebit, G infuper a eft vel
formae gn + 1 vel formae gn—+ 7; L vero pro ‘valore pari
ipfius b modulus a elt vel formae g§n 4 3 vel formae gn -+ 5,
regula oppofita applicanda erit, puta, b erit refiduum quadra-
ticum iplius @, i @ (a, b) elt impar, non refiduum vero, fi
@ (a, b) elt par. _

Haec omnia ex art. 3 demonfirationid tertiae. facillime
derivantur,, . _

5.
Exemplum. Si quaeritor relatio numeri 103 ad numerum
primum 379, habemus, ad eruendum aggregatum (379 103),

a= 379 | a* = 189

b=103|b = 51 |6=3
c= 70|e = 35 y=1
d= 33 d' =_ 16 =3

e= 4le¢ 2|e=3S8
hinc @ (379, 203) = 9639 — 1785.+ 560 — 3
— 3973 + 630 — 272 - 24 » .
- — 4786, unde 103 erit’ reliduum quadraticurm
numeri 379. Si ad eundem finem aggregatum (379, 206) adhi- -
bere malumus, habemus hocce paradigma: , ‘
) S 879

<.




" pumeri 379.

g0 C.F. GAUSS THEOREMATIS FUNDAMENTALIS szc.

379 189 - !
- . 206 103 1
: 173 86 1
’ ) 33 16 5 /

el s le T

" unde deducimus -
@ (379, 806) = 19467 — 8858 + 1376 — 64
T 6356 + 3741 — 630 +.40 .
9666, quapropter 103 eft reliduum quadraticum

i

\

6“.

- 'Quum a.\d decidendam relationem numeri b ad a non opus
-fit, fingulas partes aggregati @ (a, b) computare, fed [ufficiat

noville, quot inter eas fint impares, regula nofira ita quoque
exhiberi poteft: : e .

Fiat ut fupraa=6b+ ¢, b= yc +d,c =dd + eetc,
donec in ferie numerorum a, b, ¢, d, e etc. ad unitatem perven-
tum fit. Statuatur [La] = a', [4b] = b/, [fc] = ¢ etc,, fitque
4 multitudo numerorum imparium in ferie a’, b/, ¢’ etc. eorum .
quos immediate fequitur impar; fit porro y multitudo numerorum ‘
imparium in ferie &, ¢, J etc. eorum, quibys in [erie b, ¢!, d! etc.
refp. refpondet numerus formae 4n - 1 vel formae 4n+ 2.
His ita factis, erit b refidunm quadraticum vel non refiduum
ipfius a, prout ux + » eft par vel impar, unico cafu excepto, ubi
fimul elt b par atque a vel formae gn 4 3 vel 8n + 5, pro
quo regula oppofita valet. - . ) ,

In exemplo noftro feries a’, b/, ¢/, d’, ¢’ dues Tuccelliones
imparium fifiit, unde p= 2; in ferie &, ¢', &', &', duo quidem
impares adfunt, fed quibus in ferie ¥, ¢’, d’, e/ refpondent numeri
_formae 4 n + 3, unde y=o. Fit itaque p + v par, adeoque 103
_refiduum quadraticum numeri 379. :
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1.

Theoria residuorum quadraticorum ad, pauca theoremata fun-
damentalia reducitur, pulcherrimis Arithmeticae Sublimioris ci-
meliis adnumeranda, quae primo per inductionem facile detecta, ac
dein multifariis modis ita demonstrata esse constat, vt nihil am-
plius desiderandum relictum sit.

Longe vero altioris indaginis est theoria residuorum cubico-
rum et biquadraticorum. Quam quum inde ab anno 1805 perscru.
tari coepissemus, praeter ea, quae quasi in limine sunt posita, non-
nulla quidem theoremata specialia se obtulerunt, tum propter sim- ‘
-plicitatem suam, .tum propter demonstrationum difficultatem valde

" insignia: mox vero comperimus, principia Arithmeticae hactenus
vsitata ad theoriam generalem stabiliendam neutiquam sufficere,

A2
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* quin potius hanc necessario postulare, vt campus AFithmeticae Sub-
limioris infinities quasi p.omoueatur, quod quomodo intelligendum
sit, in continuatione harum disquisitionum clarissime elucebit. Quam-
- primum hunc campum nouum ingressi sumus, aditus ad coguitio-
nem theorematam  simplicissimorum totam theoriam exhaurientium
. per inductionem statim patuit: sed ipsorum demonstrationes tam
profunde latuerunt, vt post multa demum tentamina irrita tandem
in lucem protrahi potuerint.

Quum iam ad promulgationem harum lucubrationum accinga-
mur, a theoria residuorum biquadraticorum initium faciemus, et
quidem in hac prima commentatione. disquisitiones eas ‘explicabi-
mus, quas iam cis campum Arithmeticae ampliatum absoluere li-
cuit, quae illuc viam quasi sternunt, simulque _th'eoriae diuisionis
cireuli quaedam noua incrementa adiungunt. .

2. .
' Notionem residui hiquadratici in Disquisitionibus Arithmeti-
cis p. 113 introduximus: scilicet nume M ﬂ‘ﬂ‘t‘é}ger a, positiuns seu
"negatiuus, integri p residuum biquadraticum ‘vocatur, si @ secun-
dum modulum p biquadrato -congruus fieri potest, et perinde non-
residuum biquadraticum, si talis congruentia non exstat. In omni-
‘bus disquisitionibus sequentibus, vbi contrarium expressis verbis
non monetur, modulum p esse numerum primum (imparem positi-
vum) supponemus, atque a per p non diuisibilem, quum omnes
casus reliqui'ad hunc facillime reduci possiat. ‘

3. . )

Manifestum est,”omne residuum biquadraticum numeri p eius-
dem quoque- residuum quadraticum esse, et proin.omne non -resi-
duum quadraticum etiam non - residuum- biquadraticum. Hanc pro-
' positionem etiam conuertere licet, quoties p est numerus primus
‘formae 47+43. Nam si in hoc casu « est residuum quadraticum
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ipsius p, statuamus a = bb (mod. p), vhi b vel residuum quadra-
ticum ipsius p erit vel non-residuum: in casu priori statuemus
b= cc, vnde a = c4, i. e. a erit residuum biquadraticum ip-
sius p; in casu posteriori — b fiet residuum quadraticum ipsius p
(quomam — 4 est non-residuum cuiusuis numeri pnml formae
4n 4+ 3), faciendoque — b = cc, erit vt antea a = c4, atque
a residuum biquadraticum ipsius p. Simul facile perspicietur, alias
solutiones congruentiae x4 = @ (mod. p), praeter has duas x=¢
et x= — ¢ in hoc casu non dari. Quum hae propositiones ob-
viae integram residuorum biquadraticorum theoriam pro modulis pri-
mis formae 47 4 3 exhauriant, tales modulos a disquisitione no-
stra omnino excludemus, siue hanc ad modulos primos formae
4n 4 1 limitabimus. .

v 4. '

Existente itaque p nunfero primo formae 47 4 1, proposi-
tionem art. praec. conuertere non licet: nempe exstare possur;t re-
sidua quadratica, quae non sunt simul residua biquadratica, quod
euenit, quoties residluum quadraticum congruum est quadrato non-
residui quadratici Statuendo enim a = bb, existente 5 non-re-
“siduo quadratico ipsius p, si congruentiae x¢ = q satisfieri posset,
per valorem x= ¢, foret ¢4 = b, siue productum (cc — ) (cc + b)
per p diuisibile, vnde p vel factorem cc — & vel alterum cc- b
metiri deberet, i.e; vel 4 b vel — & foret residuum quadraticum
ipsius p, et proin vterque (quoniam — 4 est residuum quadrati-
cum), contra hyp.

Omnes itaque numeri integri per p non diuisibiles in tres
classes distribui possent, quarum prima contineat residua biquadra-
tica, secunda non-residua biquadratica ea, quae simul sunt residua
quadratica, tertia non-residua quadratica. Manifesto sufficit, tali
classificationi solos numeros 1, 2, 3..... P — 1 subiicere, quorum
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semissis’ ad classem tertiam reduceretur, dum altera semissis inter
classem primam et secundam distribueretur.

5.
Sed praestabit, quatuor classes stabilire, quarum indoles ita
se habeat.
Sit 4 ccmplexus omnium residuorum biquadraticorum ipsius
p» inter 1 et p—1 (inclus.) sitorum, atque ¢ non-residuum qua-
draticum ipsius p ad arbitrium electum, Sit porro B complexus
residuorum minimorum positivorum e productis ¢4 secundum mo- -
dulum p oriundorum, et perinde C, D resp. complexus residuo-
rum minimerum positiuorum e productis eed, e?.4 secundum
modulum p prodeuntium. His ita factis facile perspicitur, sin-
gulos numeros B inter se diueysos fore, et perinde singulos C, nec
non singulos D; cifram autem infer omnes hos numeros occurrere
non posse. Porro patet, omnes numeros; in ./ et C contentos,
esse residua quadratica ipsius p,. omnes autem in B et D non-re-
sidua quadratica, jta vt certe complexus .7, C nullum numerum
cum complexu B vel D communem habere possint. Sed etiam
neque ./ cum C, neque B cum D vllum numerym communem
habere potest. Supponamus enim ,

L. pumerum aliquem ex 4, e.g. a etiam in C inueniri, vbi prod-
ierit e producto eced’ ipsi congruo, existente a' numero e com-
plexu . Statuatur @ = a4, @ = o4, accipiaturque integer O
ita, vt fiat Qo' 1. His ita factis erit

’ ceq'* a4, adeoque multiplicando per @4,

ee = a% B4 . , A
i. e. ee residuum biquadraticum, adeoque ¢ residuum quadraticum,
contra hyp. i '

[t

1. Perinde supponendo, aliquem numerum complexibus B, D
communem esse, atque e productis ea, e? a prodiisse , “existenti-
bus @, ¢’ numeris e complexu ./, e congruentia ea = e3a se
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queretur a = eed’, adeoque haberetur numerus, qui e producto
eea’ oriundus ad C simulque ad 4 pertineret, quod impossibile
esse modo demonstrauimus. .

Porro facile demonstratur, ommnia residua quadratica ipsius p,
“inter 4 et p—1 incl. sita, necessario vel in .7 vel in C, omnia-
que non-residua quadratica ipsius p inter illos limites necessario
vel in B vel in D occurrere debere. Nam

I. Omne tale residuum quadraticum, quod simul est residuum
biquadraticum, per hyp. in _Z inuenitur.

Il. Residuum quadraticam %, (ipso p minus), quod simul
est non residuum biquadraticum, statuatur = g8 vbi g erit non-
residuum quadraticum. _Accipiatur integer ¢ talis, vt fiat ey =g,
eritque o residuum quadraticum ipsius p, quod statuemus = £,
Hine erit )

h = gg = eeyy == cek4
Quare quum residuum minimum ipsius 4 inueniatur in A, nume-
rus £, quippe qui ex ‘illius producto per ee oritur, necessario
in C contentus erit. :

Il Designante /% non-residuum quadraticum ipsius p inter
limites 1 et p — 41, eruatur inter eosdem limites numerus integerg
talis, vt habeatur eg = 4. Erit itaque & residuum quadraticum,
et proin vel in 7 vel in C contentus: in casu priori % manifesto
inter numeros B, in posteriori autem inter numeros D inuenietur,

Ex his omnibus colligitur, cunctos numeros 1, 2, 3....p—1
inter quatuor series 4, B, C, D ita distribui, vt quiuis illorum in
vna harum reperiatur, vnde singulae series %(p = 1) numeros con.
tinere debent. In hac classificatione classes ./ et C quidem nume-
ros suos essentialiter possident, sed distinctio inter classes B et [)
eatenus arbitraria est, quatenus ab electione numeri e pendet, qui
ipse semper ad B referendus est; quapropter si eius loco alius e
classe D adoptatur, classes B » D inter se permutabuntur.
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Quum — 1 sit residuum quadraticum ipsius p, statuamus,
— 1 =}ff (mod.p), vnde quatuor radices congruentiae x4 ==1 erunt
1, fy — 1, — f. Quodsi itaque a est residuum biquadraticum ip-
‘sius p, puta =a4, quatuor radices congruentiae x4 = @ erunt
ey fa, — oy — fa, quas inter se incongruas esse facile perspi-
citur. Hinc patet, si colligantur residua minima positina biquadra-
torum 1, 16, 81, 256 (p — 1)4, quaterna semper aequalia
fore, ita vt 3(p — 1) residua biquadratica diuersa habeantur com-
plexum £ formantia. Si residua minima biquadratorum vsque ad
(4p — })* tantum colliguntur; singula bis aderunt.

7.

Productum duorum residuorum biquadraticorum manifesto est
residuum biquadraticim, siue e multiplicatione duorum numerorum
classis «Z semper prodit productum, cuius residuum minimum posi-
tiuum ad eandem classem pertinet. Perinde producta numeri ex B
in numerum ex I, vel numeri ex C in numerum ex C, habebunt
residua sua minima in .

In B autem cadent residua productorum /.B et C.D; in C
residua productorum 4.C, B.B et D.D; denique in D residua
. productorum 4.D et B.C.

Demonstrationes tam obuiae sunt, vt sufficiat, vnam indica-
visse. Sint e. g ¢ et d numeri ex C et D, atque ¢ = eea,
d = e3d’, denotantibus a, @ numeros ex 4. Tunc etad’ erit
residuum biquadraticum, i. e, ipsius residuum minimum ad 4 refe-
retur: quare quum productum cd fiat = e.e4ad), illius residuum
minimum in B contentum erit.

Simul facile iam diiudicari potest, ad (iuamnam.clas;sem re-
ferendum sit productum e pluribus. factoribus.  Scilicet tribuendo
classi 4, B, C, D resp. characterem 0, 1, 2, 3, character pro-
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ducti vel aggregato characterum singulorum factorum aequalis erit,
vel eius residuo minimo secundum modulum 4.

8.

Operae pretium visum est, hasce propositiones elementares
absque adminiculo theoriae residuorum potestatum euoluere , qua
in auxilium vocata omnia adhuc multo facilius demonstrare licet.

Sit g radix primitiva pro modulo p, i. e. numerus talis, vt
in serie potestatum g, gg. g3 ... nulla ante -hanc g” — * vnitati
secundum modulum p congrua euadat. Tunc residua minimia po-
sitiva numerorum 1, 8, g8, g3 ¢eee gP— 2 praetér ordinem cum
hs1, 2, 3..... p— 1 conuenient, et in quatuor classes sequenti
modo distribuentur:

ad | residua minima numerorum

A 1:g4,g8,g‘°.....g7"5

B 8> 8% 8% &*2 ..... grp—4
C | 88 8% 8'% &'« g” 3

D g% &7, g% g'5 ..... gP—?%
Hinc omnes propositiones praecedentes sponte demanant.
Ceterum sicuti hic numeri 1, 2,3 ....p — 1 in quatuor
classes distributi sunt, quarum complexus per A4, B, C, D desi-
gnamus , ita quemuis integrum per p non diuisibilem, ad normam
ipsius residui minimi secundum modulum p, alicui harum classium
adnumerare licebit.

9. :

Denotabimus per f residuum minimum potestatis g3 = N se-
cundum modulum p, vnde quum fiat ff = gi’P ~ /‘) = — 1 (Dis-
quis$. Aritlhin. p. 59), patet, characterem f hic idem significare,
quod in art. 6. Potestas gi*® =" itaque, denotante A integrum
positiuum, congrua erit secundum modulum p numero 1, f, —1, —f,

prout A formae 4, 4m+1, 4m+ 2, 4m-+ 3 resp., siue prout
' B
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residuum minimum ipsius g* in 4, B, C, D resp. reperitur. Hiac
nanciscimur criterium persimplex ad diiudicandum, ad quam clas-
sem numerus datus 2 per p non diuisibilis referendus sit; pertine-
bit scilicet % gd A, B, C vel D, prout potestas hi® — 9 secun-
dum modulum p numero 1, f, —1 vel — f congrua euadit.

Tamquam corollarium hinc sequitur , —1 semper ad classem
A referri, quofies p sit formae 8241, ad classem C vero, quo-
ties p sit formae 87 4 5. Demonstratio huius theorematis a theo-
ria residuorum potestatum independens ex iis, quae in Disquisitio-
nibus Arithmeticis p. 114 docuimus, facile adornari potest.

10.

Quum omnes radices primitiuae pro modulo p prodeant e re-
siduis potestatum g?*, accipiendo ‘pro A omnes numeros ad p—1
primos, facile perspicitur, illas inter complexus B et D aequaliter
dispertitas fore, basi g semper in B contenta.. Quodsi loco numeri
g radix alia primitiva e complexu B pro basi accipitur, classifi-
catio eadem manebit; si vero radix primitiua e complexu D tam.
quam basxs adoptatur, classes B et D inter se permutabuntur.

*8i classificatio criterio in art. praec. prolato superstruitur,
discrimen inter classes B et D inde pendebit, vtram radicem con-

gruentiae xx = —— 1 (mod. p) pro numero characteristico f* ado-
Pptemus, ' "

11.

Quo facilius disquisitiones subtiliores, quas iam aggreésuri
sumus, per exempla illustrari possint, constructionem classium pro
onmibus modulis infra 100 hic apponimus. Radicem primitiuam
pro singulis minimam adoptauimus. ‘

—~
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- p=5
=2, f=2 .

4, 10, 12
7,8, 11

p =17
g§=3,f=13
1,4, 13, 16
3,5, 12, 14
2, 8,9, 15
6, 7, 10, 11

P=29
g£=2, =12
1,7, 16, 20, 23, 24, 25
2, 3, 11, 14, 17, 19, 21 , .
4,5, 6, 9, 13, 22, 28
8, 10, 12, 15, 18, 26, 27

p =37
g§=2, f=3
1, 7,9, 10, 12, 16, 26, 33, 34
2, 14, 15, 18, 20, 24, 29, 31, 32
3, 4, 11, 21, 25, 27, 28, 30, 36

5, 6) 8) 13; 179 19’ 22, 237 35
B 2
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P=41
g=06, f= 32
1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40
6, 14, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 27, 35
2, 5, 8, 9, 20, 21, 32, 33, 36, 39
3, 7, 11, 12, 13, 28, 29, 30, 34, 38

P =53
§=2,f=230
1, 10, 13, 15, 16, 24, 28, 36, 42, 44, 46, 47, 49
2, 3, 19, 20, 26, 30, 31, 32, 35, 39, 41, 45, 48
4, 6, 7, 9, 11, 17, 25, 29, 37, 38, 40, 43, 52
5, 8 12, 14, 18, 21, 22, 23, 27, 33, 34, 50, 51

p= 61
g=2,f=11
1,9, 12, 13, 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58
2,7, 18, 23, 24, 26, 30, 32, 33, 40, 44, 50, 51, 53, 55
3, 4, 5, 14» 19 27, 36, 39, 41, 45, 46, 48, 49, 52, 60
6, 8 10, 11, 17, 21, 28, 29, 31, 35, 37, 38, 43, 54 59

p=173

g§=5, =27

1,2, 4,8, 9,16, 18, 32, 36, 37, 41, 55, §7, 64, 65, 69,
71, 72 '

5,7, 10, 14, 17, 20, 28, 33, 34, 39, 40, 45, 53, 56, 59,
63, 66, 63 .

3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 27> 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54
61, 67, 70

11, 13, 15, 24, 22, 26, 29, 30, 31, 42, 43, 44, 47, 51,

52, 58, 60, 62
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p =389
g§=3, f=3%4
A1 1,24,8, 11, 16, 22, 25, 32, 39, 44, 45, 50, 57, 64, 67
73, 78, 81, 85, 87, 88
B 35 6, 7, 12, 14, 23, 24, 28, 33, 41, 43, 40, 48, 56, 61,

65, 66, 75, 77, 82, 83, 86
C R 57 9) 1.0, 17, 18) 20, 219 347 36} 40) 42’ 47) 49: 53: 55)

. 68, 69, 71, 72, 79, 80, 84
D | 13, 15, 19, 26, 27, 29, 30, 31, 35, 37, 38, 51, 52, 54,
58, 59, 60, 62, 63, 70, 74, 76
p =97
‘ g§=55 =22
41 1,4,6,9, 16, 22, 24, 33, 35, 36, 43,47, 50, 54, 61, 62,
N 64, 73, 75, 81, 88, 91, 93, 96 ’ '
5,13, 14, 17, 19, 20, 21, 23, 29, 30, 41, 45, 52, 56,67,

68, 74,76, 77, 78, 80, 83, 84, 92
C | 23,8, 11,12, 18, 25, 27, 31, 32, 44, 48, 49, 53, 65,

66, 70,72, 79, 85, 806, 89, 94, 95
D | 7,10, 15, 26, 28, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 46, 51, 55, 57,
58; 59’ 60’ 63, 697 717 82’ 87’ 90

12. -

Quum numerus 2 sit residluum quadraticum omnium numero-
rum primorum formae 87 4 1, non residuum vero omnium formae
8§n4+5, pro modulis primis formae prioris 2 in classe 4 vel C,
pro modulis formae posterioris in classe BB vel I inuenietur. Quum
discrimen inter classes 3 et D non sit essentiale, quippe guod
tantummodo ab electione numeri f ﬁendet, modulos formae 82 + 5
aliquantisper seponemus. DModulos formae 824 1 autem inductio-
ni subiiciendo’, inuenimus 2 pertinere ad 4 pro p = 73, 89, 113,
233, 257, 281, 337, 353 etc.; contra 2 pertinere ad C pro
p=17,41, 97, 137, 193, 241, 313, 401, 409, 433, 449, 457 etc.
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Ceterum quum pro modulo primo formae 87 +4 4 numerus
— 1 'sit residuum biquadraticum, patet, — 2 semper cum 4 2 ad
eandem classem referendum esse.

13.

Si exempla art. praec. inter se comparantur, primo saltem
aspectu criterium nallum simplex se offerre videtur, per quod mo-
dulos priores a posterioribus dignoscere liceret. Nihilominus duo
huiusmodi criteria dantur, elegantia et simplicitate perinsignia, ad"
quorum alterum considerationes sequentes viam sternent. ’

Modulus p, tamquam numerus primus formae 8§ 241, reduci
poterit, et quidem vnico tantum modo, sub formam aa 4 200
(Disquiss. Arithm. p. 220); redices a, b-positiue accipi suppone-
mus. Manifesto a impar erit, b vero par; statuemus autem b=29*c¢c,
ita vt c sit impar, Iam obseruamus

I. quum habeatur p = aa (mod. ¢) ipsum p esse residuum
quadraticum ipsius ¢, et proin etiam singulorum factorum primo-
rum, in quos ¢ resoluitur: vicissim itaque, per theorema funda-
mentale, singuli hi factores primi erunt residua quadratica ipsius p,
et proin etiam illorum productum c erit residuum quadraticum ip-
sius p. Quod quum etiam de numero 2 valeat, patet, b esse re-
siduum quadraticum ipsius p, et proin b4, nec non — b5, resi-
duum biquadraticum.

I[I. Hine — 250 ad eandem classem referrx debet, in qua
inuenitur numerus 2; quare quum aa = — 255, manifestum est,
2 vel in classe ./, vel in classe C inueniri, prout a sit vel residuum
quadraticum ipsius p, vel non-residuum qradraticum,

1lIl. Jam supponamus, a in factores suos primos resolutum
esse, e quibus ii, qui sunt vel formae 8m 41 vel §m+7, deno-
tentur per a, o, a” etc., ii vero, qui sunt vel formae 8§m 1 3 vel
8m45, per 3,(3,3" etc.: posteriorum multitudo sit =u. Quo--
niam p = 26b (mod. @), erit p residuum quadraticum eorum fa-
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ctorum primorum ipsius @, quorum residuum quadraticum est 9, i. e,
factorum ¢, o', o” etc.; non-residuum quadraticum vero factorum.
éorum, quorum non-residuum quadraticuin est 9, i.e. factorum
B, B, B” etc. Quocirca, vice versa, per theorema fundamentale,
singuli &, &', " etc. erunt residua quadratica ipsius p, singuli
> B B” etc. autem non-residua quadratica. Ex his itaque con-
cluditur, productum a fore residuum quadraticum ipsius p, vel non-
residuum, prout u par sit vel impar.: ' .

IV. Sed facile confirmatur, productum omnjum a, oy a” ete.
fieri formae 8m+1 vel 8m 47, idemque valere de producto om-
nium 3, @', B” ete., si horum multitudo fuerit par, ita vt in hoc
casu etiam prodyctum g necessario fieri debeat formae 8/m 41 vel
8m+7;- contra productum omnium B, B, B” ete., quoties ipso-
rum multitudo impar sit, fieri formae 8m+4-3 vel §m+ 5, idem-
que adeo in hoc casu valere de producto a, '

Ex. his omnibus itaque colligitur theorema elegans:

Quoties a est formae 8m+41 vel 8m-4-7, numerus 9 in
complexu A contentus erit; quoties vero a est Jormae 8m+4 3
vel 8 m - 5 R numerus 2 in complexu C inuenietur,

Quod confirmatur per exempla in art. praec. enumerata; prio-
res enim moduli jta discerpuntur: 73 =1+ 9. 36, 80=81-42.4,113
=81+ 2.16, 233 = 295 + 2.4,257 = 225 4+ 2. 16, 281
=8+ 2.100, 337 = 40 + 2.144, 353 = 295 + 2.64; posterio®
e vero ita: 17 = 0+ 2.4, 44 = 9 + 2.16, 97 = 25+ 2.36,
137 =9+ 2.64, 193 = 121 + 2.36, 241 = 169 4+ 2 . 36,
M3=25+2.144, 401 =0 + 2.196, 409=121 + 2. 144,
13=361 +2.36, 449 = 441 + 2.4, 457 = 160 + 2. 144,

14. |
Quum discerptio numeri P in quadratum simplex et duplex
"eXum tam insignem cum classificatione numeri 2 prodiderit, ope-
rae pretium esse yidetur tenlare, num discerptio. in duo quadrata,
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cui numerum p aeque obnoxium esse constat, similem forte suc-
cessum suppeditet. Ecce itaque discerptiones numerorum p, pro
quibus 2 pertinet ad classem .

A c

9+ 04 1416
25+ 64 25416
49+64 | 81+16
169+ 64 | 121 416
14256 494144
254250 | 2254 16
81+ 256 | 169 + 144
2804+64 | © 14400
9+ 400
289 + 144
49 4 400
441 4+ 16 )
Anté omnia obseruamus, duorum quadratorum, in quae p
discerpitur, alterum impgr esse debere, quod statuemus = a«, al-
terum par, quod statuemus = bb. Quoniam aa fit formae 841,
patet, valoribus impariter paribus ipsius & respondere valores ip-

sius p formae 8745, ab inductione nostra hic exclusos, quippe
@.ai numerum 2 in classe B vel D haberent. Prq valoribus autem
ipsius p, qui sunt formae 874 1, b esse debet pariter par, et si
inductioni, quam schema allatum ob qculos sistit, fidem habere li-
cet, numerus 2 ad classem _{ referendus erit pro omnibus modulis,
pro quibus b est formae 87, ad classem C vere pro omnibus me-
dulis, pro quibus b est formae 874 4. Sed hoc theorema longe
altioris indaginisv est, quam id, quod in art. praec. ernimus, de-
monstrationique plures disquisitiones praeliminares sunt praemitten-
dae, ordinemn, quo numeri complexuum A, B, C, D se inuicem
sequuntur, spectantes, |
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| - 15.

Designemus multitudinem numerorum e complexu .4, quos im-
mediate sequitur numerus e complexu 4, B, C, D resp., per

(00)s. (01)» (02), (03); perinde multitudinem numerorum e com-

" plexu B, quos sequitur numerus e complexu 4, B, C, D
resp. per (10), (11)s (12), (13); similiterque sint in comple-
xu C resp. (20), (21), (22), (23) numeri, in complexu 7) vero
(30), (31), (32), (33) numeri, quos sequitur numerus e complexu
A, B,C, D. Proponimiis nobis, has sedecim multitudines a priori de-
terminare. Quo commodius lectores ratiocinia generalia cum. exemplis
éomparare possjnt, valores numericos terminorum schematis (.5)

(00), (01), (02), (03)

(10)» (11), (12), (13)

(20), (21), (22}, (23)

(30), (31) (32), (33) ,
pro singulis modulis, pro quibus classilicationes in art., 11 tradidi-
mus, hic adscribere visum est. '

'

p=25 p=37 | p=73 ’
0,1,0,012,1,2,4|5, 0, 4, 2
0,0,0,1|2 2 4,1[06, 2,5 5
" 0,0,0,0!2 2, 2,24 5 4 5
0,0 1,02, 4, 1,212,5,5, 6
p=13 | p =441 P =89
’0’1,210 034,3!2 3.’8’6'4
1,1, 0,114, 2, 2,218, 4, 5,5
0,1,0 13,2, 3 216, 5,6, 5
1,'0,1,1 2,2: 2,4 4s5,5}8
p=17 | p =53 pP=97
0)2,1,0 2)3)6)2 2’6:7,8‘
2’0;1,1 4:4’273 6’8’ 515
1,\1’ 1,1 2)4) 2}4 7),5’ 7!5
0,1,1,2({4, 2 3,48 5 5,0
P=29 = 01

2)3)0’2 4} 3’2,6

1, 1,2, 313, 3,6, 3

2’1,2)1 4)3)4’3

1, 2,3,1'3, 6, 3, 3
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Quum moduli formae 8§72 1 et 824 5 diuverso modo se ha-
beant, vtrosque seorsim tractare oportet: a prioribus initium fa-
ciemus.

16.

Character (00) indicat, quot modis diuersis aequationi ¢ 4 1=a’
satisfieri possit, denotantibus @, o indefinite numeros e complexu
. Quum pro modulo formae 87 4 1, qualem hic subintelligimus,
« et p—¢a ad eundem complexum pertineant, concinnius dice-
mus, (00) exprimere multitudinem modorum diuersormn, aequa-
* tioni 1 +a + « =p, satisfaciendi: manifesto huius aequationis vice
-etiam congruentia 14 a+ o =0 (mod. p) fungi potest.

Perinde (01) indicat multitudinem solutionum congruentiae
1 i-l-a +B=0 (mod. p); (02) multitudinem solutionum congruen-
tiae 1 +at+9y = 0; (03) multitudinem  solutionum congruentiae
14 a+ 3= 0; (11) multitudinem solutionum. congruentiae
148+ =0 etc. exprimendo indefinite per 3 et (3’ numeros
e complexu B, per ¢ numeros e complexu C, per J numeros e
complexu D. Hinc statim colligimus sex aequationes sequentes:

(01)=(10), (02)=(20), (03)=(30), (12) = (21), (13)=(31),

(23) = (32)- ' ,

E quauis solutione data congruentiae 1 4+ 3=0 dema-
nat solutio congruentiae 1+ 349 = 0, accipiendo pro J nume-
rum inter limites 4 .... p—41 eum qui reddit 3d=1 (qui me-
nifesto erit e complexu D), et pro ¢ residluum minimum positi-
vum producti ¢d (quod itidem erit e complexu D); perinde pa-
tet regressus a solutione data congruentiae 1+3+3’EO ad so-
lutionem congruentiae 1-|-u+ B=0, si 3 accipitur ita, vt fiat
Bd=1, simulque statuitur ¢ =34’ Hinc concludimus, vtram-
que congruentiam aequali solutionum multitudine gaudere, siue esse

(01) = (33)-
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Simili modo e congruentia 1 4 ¢+ ¥y = 0 deducimus
¥4+ + 1=0, si ¥ accipitur e complexu C ita vt fiat oo/'=1,
atque o ex eodem complexu congruus producto ¢y’. Vnde fa-
* cile colligimus, has duas congruentias aequalem solutionum mul-
titudinem admittere, siue esse (02) = (22).

Perinde e congruentia 1 4 ¢ 4 0=0 deducimus B3+ 3'+ 1=0,
accipiendo (3, 3' ita vt fiat 63_ 1, Ba =3, eritque adeo
(03) = (11).

" Denique e congruentia 14 3+ y=0 simili modo tum con-
gruentiam 841 + 3'=0, tum hanc ¢4 §'+1=0 deriuamus,
atque hinc concludimus (12) = (13) = (23).

Nacti sumus itaque, inter sedecim incognitas nostras, vnde-
cim aequationes, ita vt illae ad quinque reducantur, schemaque §
ita exhiberi possit:

hy i, %k, 1
i, I, m, m
k my, Lk, m
l, mym, i

Facile vero tres neuae aequationes conditionales adiiciuntur.
Quum enim quemuis numerum complexus A, excepto vltimo p—1,
sequi debeat numerus ex alnquo complexuum .7, B, C vel D),

habebimus
(00) + (01) +(02) 4+-(03) =272 — 1
et perinde
O (10) F (11) 4+ (12) + (13) = 2»
(20) + (21) + (22) + (23) = 2~
(30) + (31) + (32) + (33) = 2~
In signis modo_introductis tres primae aequationes suppeditant:
kit bt+li=2n—1 ,
i L4 2m=2n
E 4+ m=n C o
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Qu&rta cum secunda fit identica. Adiumento harum aequationum
tres incognitarum eliminare licet, quo pacto omnes sedecim iam
ad duas reductae sunt.

17.

Vt vero determinationem completam nanciscamur, inuestigare
conueniet multitudinem solutionum’ congruentiae

14+ a+ B+ 7y =0 (nod p)
disi«nahtibus s B,' ¢ indefinite numeros e complexibus ./, B, C.
. Manifesto valor ¢ = p — 1 non est admissibilis, quum fieri nequeat
3 4 ¢ = 0: substituendo itaque pro ¢ deinceps valores reliquos,
prodibunt k,i, k, I valores ipsius 14+ a ad 4, B, C, D resp.
- pertinentes, Pro quouis autem valore dato ipsius 14« ad A
pertinente, puta pro 1+« =a®, congruentia a¢®4 34 ¢ = O to-
tidem solutiones admittet, quot congruentia 1 -3 ¢ =0 (sta-
- tuendo scilicet 3=a° 3, y=a°¥), i.e. solutiones (12) = m.
Perinde pro quouis valore dato ipsius 1+a ad B pertinente, pu-
ta pro 1+ a=03°, congruentna B°+ B4y =0 totidem solutio-
nes habebit, quot haec 14 o'+ (3'=0 (scilicet statuendo 3=3°«,
¢=03°8), i. e. solutiones (01) = i. Similiter pro quolibet valo-
re dato ipsius 14« ad C pertinente, puta pro 1 -4 «=+¢°, con-
gruentia ¢° 4 B + =0 totidem modis diuersis solui poterit, quot
haec 140+ «' =0 (nempe statuendo B3 =¢°d, y=¢°4'), i. e
solutionum _multitudo erit (03) = Z Denique pro quouis valore
dato ipsius 14« ad D pertinente, puta pro 4 + «=4°, congruen-
tia §° 43+ =0 totidem solutiones habebit, quot haec 1 -[-7'-{-3"50
(statuendo B=4°¢', y==4°4’), i. e. (23) = m solutiones. Om-
nibus i'uque collectis, patet, congruentiam {4 a4+ B+y=0
adnmh re
" hm 4 ii + ki + Im

solutic '+ dmersas.
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Prorsus vero simili modo eruimus, si pro 3 singuli deinceps
numeri complexus B substituantur, summam 1 4- (3 obtinere resp.
(10) (11), (12), (13) sive i, I, m, m valores ad 4, B, C, D
pertinentes, et pro quouis valore dafo ipsius 1 + (3 ad hos com-
plexus pertinente, ~ congruentiam 443+ ¢4 =0 resp. (02),
(31)s (20)> (13) siue %, m, k, m solutiones diuersas admittere, ita
vt multitudo omnium solutionum fiat

=ik +Im + km 4 mm .
Ad eundem valorem perducimur, si euolutionem considerationi valo-
rum summae 1.4 ¢ superstruimus,

18.
Ex hac duplici eiusdem multitudinis expressione nanciscimur

aequationem : »

0=~hm+ ii+ kl—ik—km —mm
atque hine, eliminando 4 adiumento aequatnoms h=Qm—k—1,

O=(k—m + i+ kl —ilk —kk—m
Sed duae aequationes vitimae art. 16 suppeditant &= 140
quo valore substituto ii 4 Ll'— ik —'kk transit in } (I — )3,
adeoque aequatio praecedens, per 4 multiplicata, in hanc

=4 @E—mP 4 (I=)* — am

Hinc, quoniam 4m = 2 (k 4 m) — 2 (k—=m) =9on = (k=—m),
sequitur

2n = 4 (k—-m)’ + 2(k—m)4 (I—i)2

o 8nt1 = (@k=m) 4 12 + 4 @—ip
Statuendo itaque
| 4(k—=m) + 1=a, 20—2i=b
habebimus .
P =aa -+ bb '
Sed constat, p vnico tantum modo in duo quadrata discerpi
Posse, quorum alterum impar accipi debet pro aa, alterum par

siue
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pro bb, ita vt aa, bb sint numeri ex asse determinati. -Sed etiam
a jpse erit numerus prorsus determinatus; radix enim quadrati po-
sitiue accipi debet, vel negatiue, prout radix positiua est formae.
4M41 vel 4 M+ 3. De determinatione signi ipsius & mox
loquemur. .
Iam combinatis his nouis aequationibus cum tribus vltimis art.

16, quinque numeri %, i, &, I, ;m per a, b et n penitus determi-
nantur sequenti modo:

8h = 4n = 3a =5
8 = 4n + a — 20— 1
8t = 4n 4+ a —1

8/ =4n+ a+ 20 —1
8m=4n —a 41
Si loco ipsius # modulum p introducere malumus, schema S,
singulis terminis ad euitandas fractiones per 16  multiplicatis, ita
se habet: . .
p—6a—11 |p+2a—4b—3)p+2a—3 p+2a+4b—3
- p+ 20— 4b—3pt+2a+4b—3|p—2a+1|p—2a+1

p+2a—3 —22a+41 +2a—3|p—2a+1
p+ 2a+ 40 —3lp—2a+41 p—2a+1|p +2a —4b—3
19.

Superest, vt signum ipsi b tribuendum assignare doceamus.
Iam supra, art. 10, monuimus, distinctionem inter complexus B et
D, per se non essentialem, ab electione numeri f pendere, pro
" quo alterutra radix congruentiae xx = — 1 accipi debet, illasque
inter se permutari, si loco alterius radicis altera adoptetur. Iam
quum , inspectio schematis modo allati doceat, similem permuta-
tionem cum mutatione signi ipsius b cohaerere, praeuidere li-
cet, nexum inter sigoum ipsius b atque numerum f exstare de-
bere. Quein vt cognosca'mlis, ante omnia obseruamus, si, deno-
tante y integrum non negatinum, pro z accipiantur omnes numeri
1, 2, 3....p— 1, fieri secundum modulum p, vel Xz = 0, vel
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Xzt = — 1, prout u vel non-diuisibilis sit per p—1, vel diui-
sibilis.  Pars posterior theorematis inde patet, quod pro valore
ipsius u per p — 1 diuisibili, habetur z# = 1: partem priorem ve-
ro ita demonstramus. = Denotante g radicem primitivam, omnes z
conuenient cum residuis minimis omnium g”, accipiendo pro y om-
nes numeros 0, 1, 2, 3....p—2, -eritque adeo X zv = Zg».
Sed fit .
grP=1) — 1
| e
(gt — 1) Tz¢ = grG =1 —1 = 0. °
Hinc vero sequitur, quoniam pro valore ipsius x per p—1 non-
divisibili g* ipsi 1 congruus siue g — 1 per p diuisibilis esse ne-
quit, £zk=0. Q.E.D. '
lam si potestas (z4 -|-1)icpf"'1) secundum theorema binomiale
euoluitur, per lemma praec. fiet
S (24 + 1)3 =0 = _ o (mod. p)

Sed residua minima omnium z4 exhibent omnes numeros .7/, quo-
vis quater occurrente; habebimus itaque inter residua minima lp-
sius 24 4 1
: 4(00) ad A

4(04) ad B

4/02) ad C

4(03) ad D
pertmentna, quatuorque erunt = O (puta pro 28 = pP— 1) Hinc,
considerando criteria complexuum f, B, C, D, deducimus

S(4 4137~ Y = 4(00)+4/(01) — 4(02) — 4./(03)

. — 2 = 4(00) + 4./(01) — 4(02) — 4./(03)

sive substitutis pro (00), (01) etc. valoribus in art. praec. inuentis,
—2=—2a—2 —2bf _

Hinc itaque colligimus, semper fieri debere a 4 &f=0, siue,

multiplicando per f,

gV = » adeoque

adeoque
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quae congruentia determinationi sngm ipsius b, si numerus, f iam
electus est, vel determinationi numeri f, si slgnum ipsius 0 aliun-

de praescribitur, inseruit.

20.

Postquam problema nostrum pro modulis formae 87+ 1 com-
plete soluimus, progredimur ad casum ‘alterum, vbi p est formae
8n+ 5: quem eo breuius absoluere licebit, quod omnia ratioci-
_nia parum a praecedentxbus differunt.

Quum pro tali modulo — 1 ad classem C pertineat, comple-
menta numerorum complexuum A, B, C, D ad summam p» in
classibus C, D, A4, B resp. contenta erunt. Hinc facile colligitur

denotare multitudinem

signum . .
- solutionum congruentiae

(00)
(o1)
(02)
(03)
(10)
(11)
(12)
(13)
(20)
(21)
(22)
(23)
(30)
(31)
(32)
(33)

+4+++++++++++++++
QW W WLV XL L HODD®DK R KRR
++++++++++++++++
R %Y WR WX PR QX m R, <
I T T T T
R N - R N R N R R )

B R R R R R R RRRR R RR



THEORIA RESIDUORUM BIQUADRATICORUM. 25

vnde statim habentur sex aequationes:
(00) = (22), (01) =(32), (03) = (12), (10) =(23), (11)=
(33), (21) = (30).

Multiplicando congruentiam 1 + a4 ==0 per numerum %’ e
complexu C ita electum, vt fiat oy 4'=1, accipiendoque pro <" re-
siduum minimum producti %', quod manifesto quoque complexui C
adoumerandum erit, prodit ¢’ 4+ %" 4+ 1=0, vnde colligimus (00)
= (20). ‘

Prorsus simili modo habentur aequationes (01) = (13), (03)
=(31), (10)=(11)=(21)-

Adiumento harum vndecim aequationum sedecim incognitas
nostras ad quinque reducere, schemaque § ita exhibere possumus:
By, i, k, I
m, m,l i
h,m, hy, m
m, l,i, m
Porro habemus aequationes

(00) + (01) + (02) + (03) = 27+ 1
(10) + (1) + (12) + (13) = 27 +1
(20) + (21) + (22) + (23) = 27
(30) + (31) + (32) + (33) = 2n+1
siue, adhibendo signa modo introducta, has tres (I):
b4 it kE4I=2n+1
2m + i+ 1l=2n41
h+m=mn :
quarum itaque adiumento incognitas nostras iam ad duas reduce-

re licet.

Aequationes reliquas e consideratione multitudinis solutionum

congruentiae 1 + « -+ B+ ¢ = 0 deriuabimus (per «, 3, %, etiam
: D
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hic indefinite numeros e complexibus, 4, B, C resp; denotantes).
Scilicet perpendendo pnmo, 1+ a praebere A, i, £, I numeros
resp. ad 4, B, C, D pertinentes, et pro quouis valore dato ip-
sius ¢ in his quatuor casibus resp. haberi  solutiones m, Z, i, m,
multitudo omnium solutionum erit

= hmn 4+ il + zk+lm
Secundo quum 1 + 3 exhibeat m, m, !, i numeros ad Z, B, C,
D pertinentes, et pro quouis valore dato ipsius (3 in his quatuor
casibus exstent solutiones %, m, k, m, multitudo omnium solutio-
num erit . p

=hm 4+ mm 4 hl 4+ im
vnde deriuamus aequationem .

Oo=mm + kil + im — il — it — Im

- quae adiumento aequationis £ = 2/m — h, ex (1) petitae, transit
in hanc: : '

=mm+ hl 4+ hi— il —im — Im
Iam ex aequationibus I habemus etiam !4 i = 1 4 2/, vnde
=1+ 2h + (@ —)

21“ 1 4+ 28— (@GE—1))
Quibus valoribus in aequatione praecedente substulutls, prodit:

0 =4mm— 4m —1 — 8hm 4 4hh 4+ (i—0*
Quodsi tandein pro 4m hic substituimus 2 (A4 m) — 2(h—m)
siue, propter aequationem vitimam in I, 272 — Q(h-—m), ob-
tinemus: '

0= 4th—m)? — 2n + 2(h—m) =1 + G— D2
adeoque

gn + 5 =@l —m+1)* + 4G —1)°*
Statuendo 1taque

4(h — m) -|- 1_(1,21—21— b
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fiet '
P =aa 4 §b.

Iam quum in hoc quoque casu p vnico tantum modo in duo
quadrata, par alterum, alterum impar, discerpi possit, aa et.b)
erunt nurheri prorsus determinati; manifesto enim @ a quadrato im-
pari, b pari aequalis statui debet. Praeterea signum ipsius « ita
erit stabiliendum, vt fiat @ = 1 (mod. 4), signumque ipsius b ita,
vt habeatur b = af (mod. p), vti per ratiocinia iis quibus in art,
praec. vsi sumus prorsus similia facile demonstratur.,

His praemissis quinque numeri %, i, £, /, m per a, b et n

ita determinantur: ’

82 = 4n 4+ a —'1

8i = 4n 4+ a4+ 20 4+ 3

8t = 4n — 3a + 3

8/ = 4n+4 a—2b+ 3

8m=4n —a + 1 Q
aut si expressiones per p praeferimus, termini schematis S per 16
multiplicati ita se habebunt:

p+2a—7|p+2a+4bt+1|p—6a+1 | p+2a—ibt1
p—2a—3|p—2a—3 | p+2a—4b+1| p+2a+4b+1
p+2a—7|p—2a—3 p+2a—7 pP—2a—3
p—2a—3|p+2e¢—ib+1 | p+2a+4b+1|p—2a—3

21.

Postquam problema neostrum soluimus, ad disquisitionem prin-
cipalem reuertimur, determinationem completam complexus, ad
quem numerus 2 pertinet, jam aggressuri.

I. Quoties p est formae 8 n 4 1, iam constat, numerum 2 vel
in complexu . vel in complexu C inueniri. In casu priori facile

D2
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perspicitur, etiam nameros §(p— 1), 1(p+1) ad A pertinere, in
posteriori vero ad C. Ilam perpendamus, si a et ¢ 4 1 sint nume-
ri contlgun complexus ./1, etiam p—-a—i, pP—ca tales numeros
esse, siue, quod idem est, numeros complexus .4 tales, quos se-
quatur numerus ex eodem complexu, binos semper associatos esse,
(¢ et p—1—a). Talium itaque numeroram multitudo, (00), sem-
per erit par, nisi quis exstat sibi ipse associatus, i.e. nisi § (p—1)
ad A pertinet, in quo casu multitudo illa impar erit. Hinc col-
lmmus, (00) imparem esse, quoties 2 ad complexum .4 » parem
vero, quoties 2 ad C pertineat. Sed habemus

16(00) = aa + bb — 6a — 11
siue statuendo a =49 4+ 1, b=4r (v.art. 14),' ‘

(00) =99 —g+rr—1
Quoniam igitur g — g manifesto semper par ‘est, (00) impar erit
vel par, prout r par est vel impar, adeoque 2 vel ad A vel ad C
pertinebit, prout b est vel formae 8m vel formae 8m + 4. Quod
est ipsum theorema, in art. 14 per inductionem inuentum.

1I. Sed etiam casum alterum, vbi p est formae 872435,
aeque complete absoluere licet. Numerus 2 hic vel ad B, vel ad
D pertinet, perspiciturque facile, in casu priori (p—1) ad B,
2(p+ 1) ad D, in casu posteriori autem §(p—1) ad D, ¥(p+1)
ad B pertinere. Iam perpendamus, si 3 sit numerus ex B talis,
~ quem sequatur numerus ex D, fore etiam numerum p—B—-—i ex
B atque p—f3 ex D, i.e. numeros illius, proprietatis binos asso-
ciatos semper adesse.  Erit itaque illorum multitudo, (13), par,
excepto casu, in quo~ vonus eorum sibi ipse associatus est, i. e. vbi
1(p—1) ad B, }(p+1) ad D pertinet; tunc scilicet (13) impar
erit. Hine colligimus, (13) parem esse, quoties 2 ad D, imparem
vero, quoties 2 ad 2 pertineat. Sed habemus :

16(13);-.'_aa+ bb 4+ 2a + 40 + 1
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siue statuendo a'ﬁ'4q + 1,0 = 4r 4 2,

(1) =gqq + g+ rr +2r + 1
Erit itaque (13) impar, quoties r par est; contra (13) par erit,
quoties r est impar: vnde colligimus, 2 pertinere ad B, quoties b
sit formae 8 m 4 2, ad D vero, quoties b sit formae 8m 4 6.

Summa harum inuestigationum ita enunciari potest:

Numerus 2 pertinet ad complexum ., B,'C vel D, prout
numerus § b est formae 4m, 4m41, 4m+42 vel 4m+4 3.

22.
" In Disquisitionibus Arithmeticis theoriam generalem diuisio-
nis circuli, atque solutionis aequationis x? — 4 — (0 explicauimus,
interque alia docuimus, si g sit divisor numeri p — 4, functionem

P o —
Yol @ factores ordinis P 1 resolui posse adiumento

r—1 M
aequationis auxiliaris ordinis u. Praeter theoriam generalem hu-

* jus resolutionis simul casus speciales, vbi p =2 vel u= 3, in
illo opere p: 356 - 358 seorsim considerauimus, aequationemque
auxiliarem a priori assignare docuimus, i, e. absque euolutione
schematis residuorum. minimorum potestatum alicuius radicis ~ pri-
nitivae pro modulo p. Iam vel nobis non monentibus lectores
attenti facile percipient nexum arctissimum casus proximi istius
theorine, puta pro u=4, cum inuestigationibus hic in artt. 15-20
explicatis, quarum adiumento ille quoque sine difficultate com-
plete absolui poterit. Sed hanc tractationem ad aliam occasionem
nobis reseruamus, ideoque etiam in commentatione praesente dis-
quisifionem in forma pure arithmetica perficere maluimus, theoria
sequationis xP — 4 =0 nullo modo immixta. Contra coronidis
loco adhuc quaedam alia theoremata noua pure arithmetica, cum
argumento hactenus pertractato arctissime coniuncta, adiiciemus.
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- : 23.

Si potestas (x4 4+ 1)3% 7 secundum theorema hinomiale
euoluitur, tres termini aderunt, in quibus exponens ipsius x per
p — 1 diuisibilis est, puta

L2FTN pPT atque 1

‘denotando per P coéfficientem mediam -

1(p—1) . 3(p—3). i (p—35) ..... 3(p+3)
1 . 2 . 3 ... 1(p— 1)
Substituendo itaque pro x demceps numeros 1, 2, 3 .
obtinebimus per lemma art, 19

S+ " =—9 — P

At perpendendo ea quae in art. 19 exposuimus, insuperque, quod
numeri complexuum 4, B, C, D, ad potestatem exponentis £(p— 1)
euecti congrui sunt, secundum modulum P> numeris -4 1, -1,
+ 1, — 1 resp., facile intelligitur fieri

P—i’ :

-

= (¢ + 057 7 = 4(00) — 401) + 4(02) — 4(03)
adeoque per schemata in fine artt. 17, 19 tradita

S @+ =— 94— 9

Comparatio horum duorum valorum suppedxtat elegantnssnmum theo-

rema: scilicet habemus

P = 2a (mod. p),

~ Denotando quatuor producta

1, 2,3 ..... $(p—1) .
1(p+3) . 3 (p+7 . 3p+11) ... .. Fp—1)"
é(P+1)-£(1{xyi-3)-i(P+5) ----- 3(p—1)
1@Bp+1) 1@p+5) 3@p+9 .....(p—1)

resp. per g, r, s, ¢, theorema praecedens ita exhibetur:
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2a = L (mod. p)
q

Quum quilibet factorum ipsius ¢ complementum suum ad p habeat
in ¢, erit ¢ = ¢ (mod. p), oties multitudo factorum par est, i. e.
quoties p est formaé 87 41, contra ¢ = — £, quoties multituda
factorum impar est, siue p formae 8724 5. Perinde in casu priori
erit 7, = s, in posteriori r = — s. In vtroque casu erit ¢gr=st,
et quum constet, haberi grst = — 1, eri;; gqrr = — 1, adeo-
que gr = = f (mod. p). Combinando hanc congruentiam cum
theoremate modo inuento obtinemus rr = == 2af, et proin, per
artt. 19. 20 '
Qb==rr (mod."p) :

Valde memorabile est, discerptionem numeri p in duo quadrata
per operationes prorsus- directas inueniri posse; scilicet radix qua-

drati imparis erit residuum absolute minimum ipsius — radix
P ’
2
quadrati paris vero residuum absolute minimum ipsius %rr secun-

dum modulum p. Expressionem ‘f_ s cuius valor pro p=5fit=1,

pro. valoribus maioribus ipsius p, ita quoque exhibere licet:
6. 10. 14. 18 . . . .. (p — 3)
2. 3.-4 5 ..... ip—1)

Sed quum insuper nouerimus, quonam signo affecta prodeat ex hac
formula radix quadrati imparis, eo scilicet, vt semper fiat formae

4m -1, attentione perdignum est, quod simile criterium gene-
rale respectu signi radicis quadrati paris hactenus inueniri non po-
tuerit. Quale si quis inueniat, et nobiscum communicet, ma-
gnam de nobis gratiam feret. Interim }ic adiungere visum est va-
lores numerorum a, b, f, quales pro valoribus ipsius p infra 200

e residuis minimis expressionum — , Xrr, gr prodeunt. .
29 )
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pl a | & |f
5|4+ 1{+ 2| 2
13—73—‘2”3
1714+ 1|— 4| 1
29|+ S|+ 2| 12
37|+ 11— 6] 31
414+ 5|1+ 4| 9
53— 7|— 2| 23
61|+ 5|— 6|z11
73| — 3|— 81| 27
89|+ 5|— 8| 34
97|+ 9|4 4] 22
101 |4+ 1|— 10| 91
109 |— 3|+ 10] 33
113|— 7|+ 8] 15
437|— 11|+ 4| 37
449 |— 7 |=— 10| 44
157 | — 11 |— 6129
“473 |+ 13|+ 2| 80
181 | 4+ 9|4 10162
493 |— 7|+ 12| 81
197 |+ 1|— 14183
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